Koordinat diizlemi : Birbirini dik olarak
kesen, yonlendirilmis iki dofrunun
belirttigi diizlem.

Kiigiik Cember : Kiirenin, kii¢iik dairesine
ait gember.

Kiigiik daire : Bir kiire ile bu kiirenin
merkezinden ge¢meyen bir diizlemin
arakesiti. /

Kiire : Uzayda, sabit bir noktadan e§it
uzakliktaki noktalar kiimesi.

Kiirenin i¢i: Kiirenin, merkezine olan
uzakhg yarigaptan kiigiik olan nok-
talarla kiire merkezinin birlesim kii-
mesi. ‘

=N- .
Nicelik :/ Bir. geyin sayilabilen, §lgiilebilen
veya azalip -gogalabilen hali.
~0-

Olasibk : Bir olayin olabilme gansini be-
lirten say1.

Oran : Iki kiimenin eleman sayilar: veya
iki olgit arasindaki kargilagtirma.

Orant1: Her a,b,c,d birer ger¢cek say:

a c IRy
olmak iizere =9 egitligi.

Ortak bilen : Birden fazla sayma sayisim
kalansiz  olarak bélen say1 ya da
sayilar.

Ortak bélenleri en biiyiigii (obeb) : Birden
fazla sayma sayismi, kalansiz olarak
bilebilen en biryik say.

—0-
Onerme : Dogru ya da yanhs, kesin bir
hiikiim belirten “ifade.
_s_

Sirali ikili : Verilen iki kiimenin, dnee
birincisinden, sonra ikincisinden ali-
nan elemanlarla olugturulan ikililer-
den her biri,
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Simge : Damigikli bir anlam olan resim,
harf gibi isaret.
—_P-

Permiitasyon : Bir kiimenin ya da kiime
pargalarimin  elemanlarimin - belli bir
siraya gore diziligleri.

Sonsuz kiime : Elemanlar1 sayilamayan
kiime.

Sonlu kiime : Elemanlar: sayilabilir kiime.

.

Teget : Cember ile kesisimi bir nokta olan
dogru.

Teget diizlemi : Kiire ile kesigimi bir nokta
olan’ diizlem.

Tek say: ¢ Cift olmayan dogal say:.

Ters eleman : Bir iglem ile o iglemin etkisiz
elemanini veren iki eleman, o igleme
gbre ters elemandur.

Ornegin: —4 4+ 4 = 0.ise, —4 ile 4,
dir.
.
Uggen : Dogrusal olmayan ii¢ noktayr

birlestiren ii¢ dogru pargasiun olug-
turdugu kiime.

Uggensel bolge : Ucgen ile i¢ bélgesinin '

birlesim kiimesi.

~Y-

* Yar1 ¢ap : Cemberin bir noktas ile mer-

kezini birlegtiren dogru parcasi.

Yay : Cember iizerinde alnan iki nokta

ile bu noktalar arasindaki g¢ember
pargasi. :

-Z-

Zarar : Abgveris igleminin kaybettirdigi
para. '

“4* ‘iglemine gore ters elemanlar-’
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SIMGELER VE ANLAMLARI

azb(mod m) a sayis1 modiilo m ye gore b sayisma denktir

[AB]
|AB|
[AB

O A
ABCx~DEF
AB

p onermesinin degili
Veya

Ve

Gerektirme

Cift gerektirme

Bazi, en az bir

Her, tiim

Bos, kiime

Elemamdir

Eleman1 degildir

A kiimesinin eleman sayis: -
Birlesim ‘
Kesigim -

A kiimesinin tiimleyeni

f ile g nin bilegke fonksiyonu

x in, denklik stmfi

'Pozitif tamsayilar (sayma sayilari) Kiimesi

Dogal sayilar kiimesi.
Tamsayilar kiimesi.
Rasyonel sayilar kiimesi.
Reel sayilar kiimesi.

x in mutlak degeri.

Ortak katlarin en kiigigii
Ortak bolenlerin en biiyiigii

A agisimn olgiisit

A agis1 B acgisina estir.
Bire-bir egleme

AB dogru pargas:

AB dogru pargasmin uzunlugu
AB 15m

ABC iiggeni DEF ﬁqgenine estir.
AB dogrusu '




BIRINCI BOLUM
MANTIK

1-1. Matematik ve Mantik

Igindeki bulundugumuz yiizyilda insan yagammda biiyiik geligme-
meler olmaktadir. Her biri mantikli diisiinmenin birer iiriinii olan
yapitlar gevremizi sarmakta, onmlarla iligkilerimiz giin gegtikge art-

. maktadir. Ornegin, mantiksal kurallara dayalh olarak yapilan gesitli

makinalar (bilgi‘ sayarlar) b\igiin insan yagamimin vazgegilmez araglan -
olmaktadir. Bu araglar sayesinde Ay’a ulasan insan, yine bu araglar
sayesinde uzaym sirlarimi ¢ézmeye ugrasmaktadir. Zamanimizda her
bilim dah ile ilgili bilgiler hzla g¢ogalmakta, bunlarin sistemli bir

- bigimde  6grenilmesi ve 6gretilmesi zorunlu olmaktadir.

Matematik bize, mantikh (dogru ve sistemli) diigiinebilme ahs-

- kanh@ kazandirmak ister. Bugiinkii durumu ile biiyiik boyutlar kazan-

mig olan matematiin temeli mantia dayanmaktadir. Mantik kural-

~ lan uygulanmadan matematik 6grenilemez ve 6gretilemez. Mantik
- matematigin dilini kurar, ona anlam ve bi¢im kazandirir.

© 1-2. Terim — Tammlanmamis Terim

Bir bilim dah igerisinde 6zel anlam olan sézciikler vardir. Bun- -
lara, o bilim dalmm bir terimi denir. Ornegin, “kiip”’ sézciiginin ma-
tematikteki anlami, konusma dilindeki anlamindan bagkadir. Sozgelimi,
“dogru” sbzciigii igin de aym geyi sdyleyebiliriz. Onerme, kiime, nokta,
aq gibi bircok matematiksel terimi yeri geldikge 6greneceksiniz. Ancak,
bu terimlerin bazlarm tanimlanmamis olarak alacagiz. Bunun nedeni-

ni anlamak igin géyle bir rnek verelim :

Konusmaya yeni baglayan bir ¢ocuk ¢evresinde gordiigii varhk-
larn tammak ve yeni duydugu sézciiklerin anlamlarmi 6grenmek igin
biiyiiklerine bir ¢ok sorular yoneltir. S6zgelimi, bir okulu géstererek,

— Bu nedir?

‘ ’;iiye sorabilir. Bu soruyu,.

- — O bir okuldur,
diye yamtladigimzi varsayahm. Buna karsi gocuk bize,




— Okul nedir?
diye ikinci bir soru yoneltebilir. Bu soruyu da,

— Ogretmen ve 8grencilerin' simflarda ders yaptiklar1 binadir.
diye yamitlayalhm. Yamtimizda kullandifimiz sozciikler, gocugun yeni
sorularina neden olur. Sozgelimi, ¢ocuk bize, : :

— Ogretmen nedir?

— Ogrenci nedir ?

— Simf nedir?

— Bina nedir?
diye sorabilir. Bu sorularm da yamtlarm verdigimizi varsayalm.
§imdi, ¢ocugun yeni sorulan bizi beklemektedir: Eger, onlar da yamt-
lasak. daha baska sorularla karsilagsmamiz kagmulmaz olur. Ciinkii, her
yamtimiz gocugun yeni sorularma neden olmaktadir. Bu soru zinciri-
ni bir yerde durdurabilmek i¢gin gocugun baz sorularm yanitsiz birak-
mak zorunda kahriz. Ornegin, gocuk simdi de,

- — Kapi nedir?

“diye sormugsa, artik kapmin tammim yapmaktan kagimir ve “kapi

kapidir”’ diyerek “kap1’ sozciigiiniin anlamini sezgiye birakmms oluruz
Bunun gibi, matematiksel terimlerin tiimiinii tamimlamaya kalkmak
olanaksizdir. Eger, her terimi tammlamak istesek bu isin sonucunu

. alamayacagimiz ve bu nedenle matematikte hig bir ilerleme yapama-

yacagimiz “besbellidir. Oyleyse, ban terimleri‘ tanmimsiz olarak almak
zorundayiz. Sézgelimi, birinci bélimle ilgili olarak *“dogru”, “yanls”
ve “degigken’ terimlerini tanimsiz olarak alacagiz. Yeri geldik¢e, tanim-
siz olarak alman bagka terimleri de tamyacaksimz. Ornegin, altinc
boliimde geometriye baglarken, “nokta”, “dogru” ve “diizlem” terim-
lerinin de tamimsiz olarak alindigmi géreceksiniz. ’

1-3. Onermeler

Konugurken kullandigimuz tiimeelerin belirttigi hiikiimlerin baz-
larin: “dogru” bazlarmi da” *
“Ankara, Tiirkiye'nin bagsehridir” tiimcesinin belirttigi hiikme dogru,
“Bir hafta sekiz gindiir” tiimcesinin . belirttigi hilkme de “yanhs”
deriz. (Dogru ve yanhs terimlerinin birer tamimsiz terim olarak aln-
digmi unutmaymz.) Hem dogru hem de yanhs hiikim bildiren bir
tiimcenin olmadign beshellidir. Ancak baz tiimceler, dogru ya da yanhs
terimlerinden highirisi ile nitelendirilemez. Ornegin, “Liitfen oturu-
nuz”, “Admiz nedir ?” gibi tiimcelere ne dogru ne de yanhs diyebiliriz,
degil mi? /

yanhs olarak nitelendiririz. Sézgelimi,

1-1. Tamim

Bir tiimcenin belirttigi hiikiim kesinlikle dogru ya da yanhs ise bu

_tiimceye bir dnerme denir.

1-1. Ornek

Asagidaki tiimcelerin énerme olup olmadifim belirtelim.
a) Atatiirk, 19 Mayis 1919 giinii Samsun’a qikt1.
b) 4 bir ¢ift sayadir. :
- ¢) Bir yilda bes mevsim vardir.
d) Giile, giile!
e) Ders ¢alisalim. . . : o
" f) BUYUK HARFLERLE YAZILAN HER TUMCE YANLISTIR.

Bunlardan, (a) ve (b) deki tiimcelerin dogru, (c) deki tiimeenin

" ise yanhg oldugunu kolayca séyleyebilirsiniz. Oyleyse, bunlarm her

biri birer snermedir. (d) ve (e) deki tiimcelerin dogru ya da yanhg ol-
mas1 diigiiniilemez, degil mi? O halde, bunlar birer énerme degildir.

Simdi, (f) deki tiimceye bakalm. Once bu tiimcenin dogru oldugunu

varsayalim. O zaman, bu tiimeenin kendisi de biiyiik harfle yazildig
i¢in yanhg olmasi gerekir. Oyleyse bu tiimece dogru olamaz. $imdi de,
bu tiimcenin yanhs oldugunu varsayalim. Bu defa, biiyiik harfle yaz-
lan her tiimee dogru olmak zorunda kalacagindan bu tiimce de dogru
olmalidir. Oyleyse, bu tiimce yanhs olamaz. Kisacast; (f) deki tiimeeye
ne dogru diyebiliriz, ne de yanhs. Bu nedenle, bu tiimce bir énerme
degildir. _ ,
Siz de, ¢nerme olan ya da olmayan baz tiimceler s6yleyiniz.
Kolaylik 6lsun diye nermeleri p, q, 1, ... gibi harflerle adlan-
diracagnz. Sozgelimi, “2 en kiigiik asal sayidir,” Omermesine kisaca
“p” onermesi diyebiliriz. Bu p onermesinin dogru olduguna dikkat
ediniz. Bunun gibi, “sifir bir tek sayidir,” Snermesini de “q” ile gos-
‘terelim. q énermesinin yanhg oldugunu da kolayca soyleyebilirsiniz.

Herhangi bir p Snermesi icin iki hal vardir. Bunmlar, agagidaki
tablodan izleyiniz.

Dogru ' o
Yanhs W




Bu  tabloyu daha kullamgsh bigime getirebilmek igin, “dogru”
sozciigii yerine “1” simgesini, “yanhs” s6zciigii yerine de *0” simgesini
kullanalim. Buna gére, yukardaki tablo asagidaki bi¢imde olur,

5

o1

Bir énermenin dogru ya da yanhs oldugunu hildiren “1”° ve “0”
simgelerinin her birine bu énermenin dogruluk degeri diyecegiz.

Ali ile Ayse’nin birer énerme .sti};lediklerini varsayahm. Bu iki
" énermenin dogruluk degerlerinin karsihikly olarak ka¢ degisik bicimden
birisi olabilecegini arastiralim. p ve q herhangi iki 6nerme olsun. P nin
dogruluk degerlerinin herbiri i¢in q nun iki tane dogruluk degerinden
birini alacag: besbellidir. Bunu, asagidaki gibi belirtebiliriz.

|-

P

 Burada gériildiigi gibi herhangi iki énermenin dogruluk degerleri
karsjihikh  olarak dort: degisik - bigimde siralanabilmektedir. Bu dirt
durumu asagidaki tabloda daha kolay olarak izleyebilirsiniz. - '

ol o)~ ==
ol =] o =l a

$imdi, Ali ile Ayse’nin soyledigi 6nermelerin dogruluk degerlerinin
sirasiun bu dért durumdan birisi eldugunu kolayca séyleyebilirsiniz.

.5

U¢ tane omermenin dogruluk degerlerinin kag¢- degisik biqimfier
siralanabilecegini arastirarak a§ag1daki'tabldyQ‘ kolayca elderedeblhr-
siniz. ' ' " s

‘l-l_

P
1
1
1
%
0
0
0
0

lole|l—mim|ole|~|={=
OI—'OI—'OI—'OI—'

Siz de, dort tane G¢nermenin dogrulﬁk ‘degerlerinin kag degisik
bigimde siralanabilecegini gosteren bir tablo yapmuz.

1-4. Esdeger (Denk) Onermeler
Dogruluk degeri aym olan iki énerme séyleyiniz. Ornegin,
r = (Balkesir bir I¢ Anadolu §ehridir).
o6nermesi ile, : ,
s = (Dogum giiniim Subatm otuzudur.) o o
61’1er‘mevsini‘ala11m. Bu iki 6nermenin dogruluk degeri “0” dir, degil mi?

Ayrica, : \

t = (32=9) ile m=(2+13;15)“ |
tnermelerinin dogruluk degerinin de “1” oldugunu kolayca sdyleye-
bilirsiniz. Bunlarla ilgili olarak- asafidaki tanum ‘veriyoruz.

1-2. Tamm

Dogruluk degerleri aymi olan iki énermeye, esdeger (denk) iki
énerme denir. p ile q esdeger iki éncrme ise bunu p=q bigiminde yazar

Ve “p esdegerdir q’’ diye okuruz. - -

Bu tamima gére, yukandaki, r,s, t ve m énermeleri igin -

- r=s ve t=m
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oldugunu yazabiliriz. Bu énermelerden 6rnegin r ile nin egdeger ol-
madigim da r=kt bigiminde yazarak belirtiriz. Siz de, ikiger ikiger 5ner-
meler séyleyerek onlarmn esdeger olup olmadifim belirtiniz.

1-1. Ahgtirmalar

1) Asagidaki tiimeelerin énerme olup olmadlgml soyleyiniz. Onerme
olanlarm dogruluk degerini belirtiniz. ‘

a) Cumartesi giinii okul tatildir.

b) Tiirkiye’nin en kalabahk gehri Izmir’dir.

"¢) Neseli olun. _ »

d) Ortaokula ﬁgrenci olarak girmek igin liseyi bitirmemiz gerekir.

¢) Hos geldiniz. -

f) Insanoglu ilk kez 1968 yihnda Ay’a ayak basti. -

- g) Gemberin alam, yarigapinin karesi 1 says: ile carpilarak bulunur.

h) Bu ii¢gen ¢ok sakacidir.

2) Dogruluk degeri “1” olan ii¢ tane onerme soyleyiniz.

3) Dogruluk degeri “0” olan iig tane Onerme soyleyiniz.

4) Bir 6nermeyc hem dogru hem de yanhs diyebilir misiniz? Ceva-

bimzin nedenini aciklayimz.

5) Onerme olmayan dért tane tiimce soyleyiniz.

6) Simfimizdaki bir arkadasmuzin “bizim siftaki ogrencilerin
her biri yalancidar”, dedigini varsayalim. Bu tiimce bir 6nerme midir?

.Nedenini agiklayimz.

1) Asagidaki tabloda bos birakilan yerleri uygun bigimde dol-
durunuz. : ‘

P q T
0 0 1
1 1
o 1
0
1

1

n :

8) p=(8<5), q= (Antalya Karadeniz kiysindadir.)

o r=(02=0) ve t=(1 kg = 100 gr) omermeleri veriliyor. Asag-
daki onermelerin dogru ya da yanlis oldugunu sﬁyleyinlg.

a) p=q ‘b) p=r ¢) p=t

d) r=t e) t=p f) t=q

1-5. Bir Onermenin Olumsuzu (Degili)

«6 bir ¢ift sayidir” nermesi ile ‘6 bir cift say1 deéi!:iir’:.'ii;ler'l.nes"i?f
dikkat edelim. Bunlardan birinci énermenin sonuna (3.1.3511 sozcigi
eklenerek yapilan ikinci 6nermeye, birinci 61.1er'm<3f1111 d.eglh_gol.um(slu%lill)i
diyecegiz. Bunun gibi, “diin sinemaya gittim” Onermesinin deg

(olumsuzu), “diin sinemaya gitmedim”’ onermesidir. “Diin sinemaya
‘ ’ w 6 I . .
v gitmedim” &nermesinin de degili (olumsuzu) yapildiginda, *“diin sine

maya gittim” &nermesinin elde edilecegini kolayca siiyleyeb;llrslnlz.
Bir onermenin degili ile ilgili olarak agagidaki tapimi veriyoruz.

1-3. Tamm

Bir p ‘nermesinin olumsuzu (degili) p’, p veya rlwp simge.lerin:len
herhangi birisiyle gosterilir. p énermesi dogru ise p’ onermesi yanls,

" p omermesi yanhs ise p’ onermesi dogrudur.

Bu tamma gore, herhangi bir p Snermesi verildiginde.p ile P’
niin kargihikh olarak alabilecekleri degerleri giisteren‘az;'.agldakl tabloyu i
yapabiliriz.

P
1 0
0 1

Simdi, bir énermenin olumsuzu (degili) ile ilgili 6rnekler gorelim.

1-2. Ornek

i ” 6 inin olumsuzunu
Nilgiin matematik smavin bagaramady”’ énermesinin |

" (degilini) yapahm. |

v 9
i “Nilgii i avim basard:
Bu énermenin olumsuzu, *“Nilgiin matematik smn ‘ 8

6nermesidir.




1-3. ‘Ornek

a) A takim B takimm yendi.
b) 6<8 o

onermeleri veriliyor. Bu 6nermelerin ‘olumsﬁzunﬁ (deéilini) yapal;m
a) (A takimi B takimim yendi)’ =A ‘tavkllml“ B takimm yenemedi

= A takim'B takimma .yen.ildi veya Aile B takimlan berabere

kald:., =~ . :
b) (6<8)=(6>8 veya 6#8)2(628)' dlr
Siz de, bir Snerme sévlevinia ve hu ool s 4 |
Yeni bulda erme soyleyiniz ve bu énermenin olumsuzunu‘yaplnlz'.

gunuz oOnermenin ‘de olumsuzunu almiz. ik sg

6nermeyi elde ettiniz degil mi? Bu oo

edebiliriz. Asagidaki tabloyu inceleyiniz.
P o Y
1 0 1
10 by T ol

- =)
1-2. A11§t1rm‘¢ilar '
1) Asagidaki 6ne

1) - vrmelerin her birinin olumsuzu
meyi sdyleyiniz. - . '

(degili) olan oner-

a) Koyun dért ayakh bir, hayvaxlldlAr.;w..v‘:

b) Giiney kutbunda buz yoktur. - g

¢) Tiirkgede sekiz tane sesli harf vardir,

d) Metre, bir agirhk élgiisii birimidir,

e) Ay’da hayat yoktur. = o

2) Birinei a11§t1rmé Ve larak  beldes. ' '

ya ceva larak - -

birinin olumsuzunu yapmiz. p olara buldugunuz 6nermelerin h\e;
3) Asagda verilen énermelerin dégilini (ol

‘ ) umsuzunu) yémﬁlz.
a) 3=4 ' |

b)‘ 7 bir asal s;cl‘y{ldl‘l“:."f

¢ 2<4 d) =<3 e) (;2)z>0,

gercegi, (p')’=p bigiminde ifade

< elde ediniz.

1-6. Aaik Onermeler

“x dort ayakli bir hayvandir” ifadesinde x yerine “kedi’’ sézctigiinii
yazarsak, “kedi dért ayakh bir hayvandir” énermesini elde ederiz. Bu
snermenin dogru oldugunu biliyorsunuz. Simdi de, x yerine “kus”
sozciiginii yazalim. Elde ettigimiz, “kus dért ayakh bir hayvandir”
snermesi yanhstir. Siz de, x yerine gesitli hayvan isimleri yazarak
dogru ya da yénllg onermeler elde ediniz. . .

Simdi de, x bir tamsayiy1 gostermek iizere, x<<5 ifadesini yazalm.
Burada, x degigkeni yerine 3 yazarsak 3<(5 Onermesini, 7 yazarsak
7<5 énermesini elde ederiz. Bu énermelerden birincisinin dogru, ikin-
cisinin yanhs olduguna dikkat ediniz. Siz de, x yerine baz tamsaylar
yazarak’ elde ettiginiz 6nermelerin dogru ya da yanhs oldugunu soy-
leyiniz. ' :

1-4. Tanmm

igerisinde en az bir degisken bulunan ve bu degiskenlefe verile-
bilen degerlerle dogru ya da yanhghg kesinlikle ‘saptanabilen ifade-
lere actk dmerme denir. : ’

Bu tamima gore érnegin x ve y birer tamsay1 olmak iizere,
x220, x2=x, 2x+6=0, ‘ x+2y=0

ifadeleri birer agik énermedir. (Bunlardan ilk i¢ tanesinin bir degig-
kenli dérdiinciiniin ise iki degiskenli olduguna dikkat ediniz.) Bu agk
énermelerden, x2>0 agik nermesinde x yerine hangi tamsayiy1 ya-
zarsak yazahm daima.dogru onerme elde ederiz degil mi? x?=x agqk
onermesi ise x in yalmz 0 ve 1 degerleri igin dogru, oteki degerler; icin
yanlstir. 2x+6=0 agik énermesinin de yalnz x=—3 icin dogru émer-
me, —3 den bagka her tamsay igin yanhs onerme oldugunu kolayca
séyleyebilirsiniz. Iki degiskenli apk énerme olan, x+2y=0: a¢ik 6ner-
mesinde de ornegin, “x=0, y=0" ve “x=4, y=—2" gibi degerler
verdigimizde birer dogru énerme elde ederiz. Sozgelimi, x=1, y=—1
yazarsak yanhs énerme elde edilir. Siz de, x ve y yerine bazi tamsayilar
yazarak x+2y=0 agik Snermesinden dogru ya da yanhs onermeler

1-4. Ornek ‘

x bir tamsayiyr gostermek iizere, 2x#6 agik onermesini dogru
yapan ¢ tane tamsayl sbyleyiniz. Bu agik 6nermeyi yanhs yapan bir
tamsay1 soyleyebilir misiniz? - '
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(bziim : x degiskenine bagh olan bu agik énermeyi p (x) ile gés-.

terelim. Béylece, p(x)=(2x#6) dir. Burada x yerine 5 yazarsak p(5)
=(2.5#6) dwr. Oyleyse, p(5) bir dogru énermedir. Bunun gib'ik Bri’legin
x yerine sira ile 1 ve 2 yazarak p(1)=(2.1546) ve p(2)‘=(2.27£6) eld;
ec.lilir. Oyleyse, p(1) ve p(2) de birer dogru 6nermedir. p(3) i¢in ne diye-
bilir siniz? p(3)=(3.27#6) olduguna dikkat ediniz. Oyleyse, p(3) bir
yanhs onermedir. Bu agik 6nermeyi yanhg yapan 3 den baska bir tam-
say1 soyleyebilir misiniz? ' ' :

1-5. Ornek

xvey birer tamsay1 olmak iizere, x+2y<(8 agik énermesi verili-
yor. Bu. agik &nerme p(x,y) bigiminde gosterildigine gore, p(1, 3),

P(2',3), p(—1,2) ve p(5,4) énermelerinin. dogru ya da yanhg oldu-

gunu sdyleyiniz.

Coitm : p(1, 3)=(1+2.3<8) yani, p(1, 3)=(7<8) oldugundan,
p(1,3) 1?11‘ dogru énermedir. Bunun gibi, p(2, 3)==(8<8) ve p(—1 2)
- =(3<8) oldugundan p(2,3) ve p(-1,2) de birer ‘dogru 6nermedir.

.F(S.,, 4)=(13<8) dir. Oyleyse, p(5 , 4) bir yanhs énermedir.

1-3. Alstirmalar

I) Asagida verilen agk nermelerde x degiskeni bir kugu goster-

mel.ct?cfir. X yerine uygun kug isimleri yazarak iki tane dogru 6merme
ve-iki tane de yanhs énerme elde ediniz. 7 ’
a) x bir gogmen kugtur.
b) x bir yirtia1 kustur.
¢) x ugamayan bir kugtur. - ‘
 2) Asagpnda verilen agik onermelerde x degigkeni bir tamsayiy1

gos?efmektedir. X yerine uygun tamsayilar yazarak iki tane dogru
ve iki tane de yanlis 6nerme elde ediniz.

a) x bir asal saydir. b) x%>x
¢) x%—9>0 d) —x24+x<—3
3) x degiskeni tamsayr olmak iizere, p(x)=(x2—x<9) a¢ik 6ner-

mesi veriliyor. Buna gére, p(—3), p(0), p(1) ve p(5) 6nermelerinin dogru
ya.da yanbs oldugunu séyleyiniz. ‘ ‘ '

) 4) x vey birer tamsay1 olmak iizere, p(x, y)=(x—8<2y) aqk
onermesi veriliyor. Buna gére, p(1., —3), p(2,0), p(—1, —-5), p(12 1)
ve p(0 , —4) dnermelerinin dogru ya da yanhs oldugunu séyleyiniz. ‘

11

5) p(x)=(x?+x—30<0) agik 6mermesi veriliyor. Asagidaki “tab-
loyu inceleyiniz. Burada, p(—1)=((—1)%+(—-1)—30<0) oldugundan,
p(—1) énermesi dogrudur. Bu nedenle, —1 in karsisindaki p(x) in al-
tina dogru anlamimna gelen “1” yazlmgtir. Bunun gibi, p(7) yanhs
oldugundan onun karsisma da yanliy anlamma gelen “0” yazilmstir.
Buna gore, ta‘bloda bos olan yerleri uygun bigimde doldurunuz.

- x p(x)
—1 1

1-7. Bilesik Onermeler

“Diin kar yagd: veya yagmur yagd:” tiimcesi bir énerme midir?
Iki énerme arasinda “veya” sbzciigii sdylenerek: olusturulan tiimceye
“dogru” ya da “yanls” diyebilir misiniz? Sezgimizi kullanarak bu
soruyu_séyle cevaplayabiliriz.
" Diin hem kar hem de yagmur yagms ise bu tiimce dogrudur.
Eger diin kar yagip yagmur yagmadiysa ya da yagmur yagip kar yag-

“madiysa bu tiimce yine dogrudur, deriz. Ancak, kar ile yagmurdan

hig biri yagmadiysa bu tiimceyi yanls kabul ederiz. Gergekten, bu tiimece
bir énermedir. Bunun gibi, “lokantaya gittim ve yemek yedim”, “diin
cuma ise bugiin cumartesidir”, “bir iiggenin eskenar olmas: igin gerek

. ve yeter kosul onun aglarnmn es olmasidir” tiimcelerinin her biri de
birer énermedir. Ancak, bu tiir 6nermelere bilesik dnerme diyecegiz.

'1-5. Tamm
En az iki 6nermenin, “veya”, “ve”, ¢ ise”, “gerek ve yeter kosul”’
gibi birer 6nerme islemi olan baglaglarla baglanmas ile olugturulan
yeni énermeye bilesik Snerme denir. N
. Bilesik énermeleri, elde edildikleri baglaglarn tiiriine gore sira ile
ele alacagiz. Once, ‘veya” ile elde edilen bilesik 6nermeleri ve onlarm

ozeliklerini inceleyelim.
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1-6. Tanim

P ile q 6nermelerinden en az biri dogru ise “p veya q " bilesik éner-
mesi dogrudur. p ile q nun ikisi de yanlig ise “p veya q” bilesik éner-
mesi yanhstir.

Bu tamima gore, agagldakl blle§lk onermelerm dogru ya da yanhg
olduklarim séyleyelim.

“3<5 veya Bogaz kopriisii trafige a(;lldl e, . (Dogru)
“(—2)2=4 veya 6=7 dir.” ......... e ' Cedees . (Dogru)
“2>5 veya 8 asal degildir.”” .. e e, . {Dogru)
«3 qiftr,say'ldlr veya Uludag Konya’dédlr'.”‘ Ceseeeaaas (Yanhs)

- Kolayhk igin, “veya” sbzciigii yerine “\/ "’ simgesini kullanacagz.-

Buna gére, p\/ q bilesik énermesinin dogruluk degerlerini gosteren tab-

loyu yapalim. (Bu tabloya, “p\/ q”’ nun dogruluk tablosu da diyecegiz.) '

P |4q pVq
1 |1 1
1 |o 1
0 |1 1
0 |o 0

Bu dogruluk tablosunu agagldéki bicimde de yapabiliriz. Burada,
p nin dogruluk degerlerinin diigey, q nun dogruluk degerlermm de
yatay olarak yamldlglna dikkat ediniz. ;

q
0 1
0 0 1
P .
1 1 1

Siz de, ¢esitli onerme giftleri sdyleyiniz. Bunlardan birisine p

tekine q diyerek p\/ q bilesik Gnermesini ve onun dogruluk degerlm

soyleyiniz.

Simdi de, “ve” ile yapllan bllegik énermenin dogruluk degen'ni

belirten tamimi verelim.
/
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1-7. Tamm

p ile q énermelerinin ikisi de dogru ise “p ve q blleqlk onermesi

- dogrudur, dteki -durumlarda yanhstir.

‘Bu tamma gbre, asagidaki bilesik onermelerm dogru ya da yanhs"

. olduklarini séyleyelim.

“123....1 ve 13 asal sﬁyldlr et er e (D;')gru)

“Edirne Trakyadadir ve 52—10 dur.” . '. N £ )]
| “Roma Fransa’dadir ve 23>82 dir.” ..., e, ~ (Yanhs)
“2m—20 cm ve /10=5 dir.” ...... PO P (Yanh@)

; Kolayllk igin, “ve’ sbzcigii yerme de “ A" simgesini kullanacagsz.
Asagdaki, p A q bilesik 6nermesinin dogruluk degerlerini gosteren tab-
lolar mceleymlz ~ .

P |q PAq - q

1 1 1 ' A 0 1
1 o 0 0o 0
o |1 0 p

o o 0 1| o 1

Siz de, p A q bigiminde Bilegik onermeler séyleyiniz ve her birinin
dogruluk degerini yukardaki dogruluk-tablosunu kullanarak bulunuz.
. 1-4. Ahstirmalar

1) Asagidaki bilesik onermelerln dogru veya yan11§ oldugunu séy-
leyiniz.

- 3
a) 5—2= 4 veya =3

b) 10%2= 20 veya, 3>4
¢) (—4)2=17 ve 4=22 '
d) Simdi 20. };ﬁzylldaylz ve 4/25 =5

Py 2 '
e) (—;—-) :% veyd (_2)3:8
£) 0<l ve (—lp=—1
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2) Asagidaki tablolarda bog blrakllan yerleri uygun bigimde dol-

durunuz

P q | rVg o P q PAQ
, 1 1
0 0 1
1 1 0
0 1 1

3) 1ki aqk énerme arasma “veya’ yazarak olusturulan,
x<7 veya x2<5

ifadesinde x yerine yle uygun tamsayilar yazimiz ki,
a) Elde edilen bilesik 6nerme 7dogru olsun.

b) Elde edilen bilesik 6nerme yanlhs olsun.
4) Iki agik 6nerme arasma “ve” yazarak olugturulan,

3x>=9 ve x+2<7

ifadesinde x yerine dyle uygun ‘tamsayﬂ’ar yammz ki,
a) Elde edilen bilesik énerme dogru olsun..

b) Elde edilen bilesik 6nerme yan11§ olsun.

: 5) Agaglda (a) da verilen ifadenin nasﬂ hesaplandlgml izleyiniz ve
-(b) de verilen 1fade i hesaplaymz.
Y play

a) (1VO) V [(0AL) v IV 1)]=1y [0V (1yo)=ly [0V1]
=lyi=l

b) [AAL) V (1VO)] A [0"v0o) v (1/\0)]

runuz

6) Agagldakl tabloda bos blrakllan yerlerl uygun blqlmde doldu-

15

plal | ¢l ¢ ¥l Ve A9 qVd

0 1 '
1 1| 0

o 1] 1
0 o 0

1] o] o

1] 1] 1
1 0 1|
T 1 0

Simdi, birer 6nerme iglemi olan \/ ile A islemlerinin énemli ézelik-
lerini. dogruluk tablosu yaparak gosterelim. Asagdaki ‘tablolarm nasil
dolduruldugunu inceleyiniz ve her tablo iizerinde, esdeger (denk) olan
énermeleri séyleyiniz. ‘ '

P PVP e PAP
1 1 1 1
0 0 0 0

P |4 Vql| qVp P |9 [pAd |9AP
1 |1 1 1 1 |1 1 |1
1 o 1 1 1 |0 0 0
0 |1 1 1 0 |1 0 0
0 |0 0 0 0 |o 0 0

L1 | 1

Bu dogruluk tablolar1 bize asagidaki ézeliklerin varhigm géster-
mektedir. Bu dzelikler :
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1) (pvP)ép E o (»V nin tek kuvvet ozeligi)
2) (pAp)=p s (A nin tek kuvvet 6zeligi)
: 3)‘ (PVa=(qVp) (v mn’ degigme klﬁzeligi)
- 4) (PAQ=(qAP), (A nin degisme ozeligi)

. dir, Buna gére 6rnegin,

“Istanbul’a gittim ve vapura bindim”
; b11e§1k onermesi ile, ‘
“Vapura bindim ve Istanbul’a glttlm

bilesik énermesi esdegerdir. (p A q=q A p olduguna dikkat ediniz.) Oysa,
- giinliik yagantimzda bu iki bilesik 6nermeye farkh anlam verilir; degil

- mi? Bu érnek bize, matematikte dogru sonuglara ulagmak igin, verilen

tammlara uygun olarak diisiinmemiz gerektigini ortaya koymaktadir.
V ile A islemlerinin 6nemli 6ze1ilc1erindeh bazilan da, sunlardir:
~a) (pVq)Vr=pV(qV1), (V mn birlegme zeligi)
b) (p Ad)Ar=pA(qAr), - = (A nin birlesme bzeligi)
C¢)pViq AD=(VOAPVID), (V nm A ﬁzérine' dagllmé ozeligi)
d) pA (q\/ 1)=(pA QVpAT: (A nih‘ V. iizerine dagilma 6ze;1igi)

| Bunlardan, (b) ile (c) deki ozeliklerin varhgmi gésteren dogrulukh

tablolarim agagida goriiyorsunuz.

P |q |~ PAY qAT (p/\q)/\ (q/\r) :
11 11 1 1 o1 1

1 11 Jo 1 0 0 - 0

1. 10 |1 | o 0 -0 0

1 {0 (o | o 0 0 0

0 |1 1 0 1 0 0

0 |1 0 0 0 0 0

o [0 1 0 0 0 0

o [o |o 0 0 0 0

(PA ) Ar=p A(qAT)
(A nin birlesme zeligi)
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(p | a| ] arr] pva| pVr]| pV@An [EvaAGYD
o o] of o 0 0 o ~%
o] o 1| o 0 1 I
o] 1| o] o 1 0 0 0.
o | 1| 1| 1 1 1 1 E
T o] of o 1 1 1. T
1| o] 1] o] 1| 1 1 1
T 1] o o 1 1 1 1
T 1] 1] 1 1 1 T 1
R

PV(IAD=(pV AP V)
(V. nm A iizerinde dagilma 6zeligi)
Bu tablolarl mceleylmz ve benzer blqlmde (a) ve (d) de vetilen
bzeliklerin varllgml gosteren dogruluk tablolari yapumusz.
Bir énermenin degili (olumsuzu) ile ilgili olarak (p’)’ =p oldugunu
. gosterm1§t1k Simdi, “De Morgan Kurah” diye amlan,
(VO'=p A ile (pAQ)=P'Vq

vozehklermm varllgml dogruluk tablosu yaparak gosterebiliriz. Agaglda-
ki tabloyu inceleyiniz. Burada, (pV q)’=p’ Aq’ oldugu gosterilmistir.

P q Pl dq pVa | (evay| pAq]

1 | 1] o 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0 0

o | 1| 1] o 1 o | o

0 0 1 1 0 1 1 |

(pVa)'=p'Aq" f

] Siz de, (p Aq)’=p’Vq oldugunu dogruluk tablosu yaparak gos-
teriniz. Bunlarla ilgili olarak baz1 érnekler gorelim. ‘




1-6. Ornek
. Asagada verilen Snermelerin degilini yapailm.
a) Oya sinemaya gifti veya Tayfun futbol oynamad.
b) 8<5 ve hava bulutludur.
De Morgan kurah uygulanarak verilen - 6nermelerin deglh almdi-

glnda, ,
a) Oya sinemaya gitmedi ve Tayfun futbol oy'nadl;

1 b) 8>5 veya hava bulutsuzdur.

.6nermelerinin elde edildigini kolayca séyleyebilirsiniz.

J 1-7. Ornek |

| p A(gVr') bilegsik onermesinin degilini yapalim.

/ [pA (q\/ f')]'Ep' V{gvr)  , (De Morgan kurahndan)

: =p'V[g'A(x')'] . (De Morgan kuralindan)
=p'V(€AT)  , (()'=r oldujundan)

=(p'Vq)A (@ \/ 1), (V nm /\ iizerine dagilma 6zeliginden)

i olarak bulunur.

|

, 1-8. Totoloji ve Cellglu
P \/ p’ ile pAPp’ b11e§1k onermelerinin dogruluk tablolarm yapalim.

‘ 19
 Bu tamma gére, p\/ p’ bir totolbji ve p Ap’ de bir geliskidir diye-
biliriz. Bunun gibi,
' pvi=1, pAO=0
oldugunu da kolayca gosterebilirsiniz.
-1-5. ‘Ahstirmalar
1) Asagida verilen deﬁklikleri, tablo yaparak gergekleyiniz.
a) p=(pVER)AP b) g=qV(qAq9)
2) Birinci abstirmada verilen denklikleri uygun bzelikler kullanarak

tablo yapmadan saglaymmaz.
- 3) Asagdaki énermelerin dogru ya da:yanlhsg oldugunu soyleylmz

a) pE=(PAP)AP. | b) (P/\q) =p'Aq
¢) (p'Vq)'=qAp d) pVQATr=(rAp)V(AQ)

e) pVO0=p f)pvi=l
g) pAp'=0 h) pA0=0
) pAL=p iy pvp=l

' 4) Agagldakl tabloda bog birakilan yerleri doldurunuz

P | pVp CpAP
| ' L 0
; Lo 1 1 0

Buna gére, pVp'=1, pAp'=0 dir. Dogruluk degeri daima “1”
ya da daima ““0°’ olan bilesik 6nermelerle 1lg111 olarak agagidaki tanim
veriyoruz. :

1-8. Tamim

Bir bilesik 6nerme, _kendisini olugturan énermelerin her degeri -

i¢in daima “1” degerini aliyorsa, bu bilesik 6nermeye bir totoloji, daima
“0” degerini aliyorsa bu bilesik 6nermeye bir celigki denir.

p| ql r | qvr| anp | rAp|(aVD)AP | (@AP)V(AP)
0| 1| 1] 1 0 0 0 0

0| o] 1

1 1] 1 ,

1| o 1 1 0 | 1 1 1

0| 1] o |

0f{ © 0

11 1] o

1] o] o
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5) “Diin kar yagdl ve ders galismadim” onermesinin- degilini

(olumsuzunu) yapmlz

6) Asagdaki 1fade1er1 hesaplaylmz
) [AVO A AT b) (0v1) /\[1V(1/\0)]

7) (p\/q AP’ /\q) bilegik onermesmln deglhm almiz, -

8) \/ 51mgesm1 “ya da” diye okuyarak elde edllen p\/q blleglk

‘6nermesi, p ile ¢ nun dogruluk degerleri farkh iken dogru, aym iken
yanhg olarak tammlamyor. Buna gére, p \/ q bilesik onermesinin dogru-
luk tablosunu yapmiz. -

9) Asagidaki dnermelerin dogru ya da yanhs oldugunu soyleymlz
(8 ah§t1rmada venlen tariml uygulayuuz) :

a)pvp=0 - b)pyvp=l : c) pVp=p
d) pva=qVp ) pVaVvo=(pVaVr f) (pVa'=p'Vq

10) (VAP VEADI= (@ AT)VPAQ)

oldugunu, dogruluk gizelgesi yapmadan gerekli 6zelikleri uygulaya-

rak gosteriniz.

11) [(p At )\/ (gqAT)] V(PVP) blle§lk énermesinin bir totoloji ol-

dugunu gosteriniz.

12) (QAT)A[G' A (l' v p)] blle§lk onermesinin bir (;e11§k1 oldugunu |

gostermlz

13) Asagadaki énermelerin dogru ya da yanhs oldugunu syleyiniz.
a) pVrAq)=(qVP)A(pVr) |
b) pA(gVr)=(pAq)Vr
©) (p'VQ)AP=qAP |
d) p'V{gAT AP)=('V AP’ Vr)

-14) Bir bilesik Snermenin totoloji dlrﬁadi‘él verilirse, onun bir
geligki oldugunu soyleyebilir misiniz? Cevabmizin nedenini agiklayimz.

(1-1. s.;kii) R ' (1-2. Feldl) -

Yukarida (1-1. Sekll) ve (1—2 Sekil) deki devrelerde p ve q ile
gosterilen anahtarlar paralel baglanmiglardir. Anahtarlarm kapah
yani, -akimi. gecirecek durumlarmi “1” jle, anahtarlarm agqk yam,
akim gegirmeyecek durumunu da “0” ile gosterelim. (1-1. Sekil) de
p anahtan “1” durumunda, q anahtan ise 0 durumundadir. Bu

devreden akim geger ve lamba yanar. (1-2. $ek11) de, p anahtar “0” .

durumunda, q anahtan ise “1” durumundadir. Bu devreden de akim
geser ve lamba yanar. Buradaki, her iki anahtar1 “1” durumuna
getirdigimizde lambanm yine yanacagm kolayca séyleyebilirsiniz.

. Simdi, p ve q nun durumlarina gére devreden akim gegip gegmedigini
gosteren asafndaki tabloyu inceleyiniz. '

P .. q

Anahtan Anahtan
1 | '1 Devreden akim ge(;erv
1 0 Devreden akim ge(;e‘rv
0 1 Devreden akim gé(}er
0 0 Dévreden ékl‘m. gecmez

Devreden akim ge¢mesini 1’ ile, devreden akim geqme:mesmi de
“0” ile gosterirsek yukardaki tablonun, pPVda birlesik 6nermesinin dog-

. ruluk tablosu oldugunu gbriiriiz.

Simdi de, p ile q anahtarlarin ‘seri bdglandlgl devre)c gozatahm.

(1-3. Sekil) ve (1-4. Sekil) de p.ve q dnahtarlarlmn iki durumunu

gizilmis olarak goruyorsunuz
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P q v P 9 o
N ' @ 3
A I | i
1ﬁ jﬁ
(1-3. Sekil | ‘ (14. Sekil) -

(1-3. Sekil) de devreden akim gectigini, (1-4. Sekil) de ise devreden
akim ge¢medigini séyleyebilirsiniz. Gergekten, anahtarlarm en az biri
agik iken bu devreden akim gegmez. Bu devrelerden akim gegip geg-
memesi ile, p A q bilesik onermesinin dogruluk degerleri arasinda ne
gibi bir ilgi gériiyorsunuz? p A q bilesik onermesinin dogru oldugu

durumda bu devrelerden aklm geger, yanhg oldugu durumlarda ise . .

akim gegmez, diyebiliriz.
Simdi asagidaki devreyi inceleyiniz.

(1-5. Sekil)

Bu elekirik devresine bir bilegik onerme karsihk getirebiliriz.
Bu bilesik 6nerme, p A[qV (rAs)] dir. (1-5. Sekil)e bakarak bu bilesik

~ énermenin dogruluk degerini hesaplayahm.
IADVOADI=IANLY 0=1A1=1
. bulunur. O halde, bu devreden akim geger. ‘

Mantik kurallarinmm elektrik devreleri iizerindeki uygulamalar
zamammizda biiyiik gelismeler gostermis ve bu tiir gahsmalarmn iiriini
olan bilgisayarlar insan yasammm vazgegilmez gereksinmeleri duru-

muna gelmistir. Simdi, elektrik devreleri ile ilgili bagka 6rnekler gorelim.

1-8. Ornek

(1-6. Sekil) deki devreye karsi gelen bile§ik onermeyi yazimiz ve
dogruluk degerini hesaplayarak bu devreden akim gecip ge¢gmeyecegini
_saptayimz.. S k

Cozim : Bu devreye kél‘§lllk gelen bilegik 6nerme,

 PAIGADV (mA V)]
Bu bilesik onermenin dogruluk degerlm hesaplayalnﬂ. (1-6. Sekil) e

' bakarak,

1y [(0/\1)\/(0/\(0V1))]-~1/\[OV(O/\I)]-~1/\[0\/0] —170=20

buluruz Su halde, bu devreden akim gegmez.

1-9. Ornek

(1-7. Sekil) deki anahtarlarm kapah (akimi gegiren) ya da agik:
(akim gegirmeyen) durumlar: belirtilmemistir. Devredeki, p anahtan

~ kapatilinca p’ anahtarinin agik oldugu, p anahtari agik olunca p’ anah-

tarmm kapal oldugu ve 6teki q, q° ikilisi ile r, r’ ikilisi arasinda da
aym durumun oldugu varsayihiyor. Buna gore, bu devredeki anahtarlar

i¢in kag degisik durum oldugunu. ve her durumda devreden ‘akimm
© gecip ge¢gmeyecegini, bu devreye karsiik gelen bilesik 6nermenin dog-

ruluk tablosunu yaparak bulalim.
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Jl_ / PI

(17, Sekil)

Bu devreye kargihk olarak, qgAIEAgV(P'A l‘)] Ap bilesik éner-
mesini yazabiliriz. $imdi, bunun dogruluk tablosunu yapalim.

pla|r|p]a] ] “Aqp At AQVE'AT) | TALE AV (' ADIAP
1[1]|1]0{0]of 0 | 0 0 0
1{1(ofo|ol1l 1 | o 1 1 0
1o f1{o|1|0f 0o | O 0 0 :
1lofojof1f1] 0 | O 0 |
0|1 [1|1]o]jo] o |1 1 0
ol1fof1]joj1] 1 | o 1 0
olof1j1|1]|0| o | 1 1 0
ololoifa]1] o | o 0 0

Yukardaki dogruluk  tablosunda, deilreye karsibk gelen bilegik
énermenin bir geliski oldugunu goriiyoruz. Oyleyse, devredeki anah-

~ tarlarm alabilecekleri- degisik seklz durumun higbirisinde bu devreden

akim gegmez.

1-6. Ahgtlrmalar

1) Asagida (1-8. Sekil) deki devreye karsi gelen b11e§1k onermeyi
yazimiz ve onun dogruluk degerini hesaplaymiz. -

iy
(1-8. Sekil)
2) p, 1, s nin 'dogruluk degeri “1’*, q ile t nin dogruluk degeri *“0”
olduguna gore, (p\ q) A[t A(rV s)] bilesik 6nermesine karsibk gelen
devreyi giziniz. Bu -devreden akim. gegip gegmeyecegini hesaplaymz.

3) .

]—
|t

(1-9. Sekil)

Yukardaki (1-9. $ekil) deki devreye karsihik gelen blleelk oner-

" meyi yaziniz ve anahtarlarin degisik durumlarina gore devreden

akimm gegip *gégmeyecegini  degruluk tablosu y‘aparak bulunuz.
(Yol : 1-9. Ornekten yararlamimz.) »




1-10. Kosullu Onerme ve Gerektirme

Giinliik ya§ant1mlzda, iki onerme arasma “ise” sozcugunu yazarak
gesitli bilesik onermeler yaparz. Sézgelimi,

Diin ¢arsamba ise bugiin persembedir,

Bu yiiziik altm ise suda paslanmaz,

Yagmur yagarsa yer islamr;
gibi 6nermeleri stk sik kullaniriz. Bu tiir 6nermelerde, *“ise”’ sOzclginii

1% k4

=> simgesi ile gosterirsek, yukanda “ise’” ile soyledigimiz bilesik

‘6nermelerin her birini,

; P=q |
bi¢iminde yazar ve “p ise q” diye okuruz. Bu tiir bilesik onermelerle
ilgili olarak agsagidaki tamm veriyoruz.
1-9. Tanim

p = q bigimindeki bilesik iinermejre kogullu énerme denir.. Bu
kogullu 6nerme; p dogru q yanhs iken yanhs, 6teki durumlarda dogrudur.

Bu tanim uygulayarak agagidaki dogruluk tablosunu kolayca‘

yapabiliriz.
P 9| p=q
- 1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Bu tamimla ilgili olarak, p => q kosullu énermesinde p ile q oner-
melerinin her durumu ile ilgili olarak birer 6rnek verelim :

a) 3=3=> 9=9
p=1 q=1 ‘

kogullu 6nermesinin dogru oldugunu kolayca séyleyebilirsiniz. Gergekten
p onermesinde iki tarafin karesini alarak q 6nermesini elde ederiz, degil

"mi? Burada,

~oldugunu goriiyorsunuz.
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(1= D=1
b) 9=3 > 9=5
Cp=l q=0

~ kosullu énermesinde, p 6nermesinden dogru bir diigiiniisle q énermesini

elde etmek olanaksizdir. Oyleyse, bu kosullu énerme yanhstir. Bu
ornekte, ‘

(1=> 0)=0
oldugunu goériiyorsunuz.
¢) 5=3 > 8=38
p=0 q=1

kogullu énermesinde, p 6nermesinden dogru bir diigiiniigle q Snermesini.
soyle elde edebiliriz. 5=3 ise 3=5 dir. Bu iki esitligi taraf tarafa top-

~larsak 8=8 onermesi elde edilir. Bu érnekte,

0=> 1)=1

d) 5=3 = 8=6
p=0 q= 0

kosullu 6nermesinde de p 6nermesinden dogru bir ,du§unu§le q dnermesini

elde edebiliriz. 5=3 énermesinde iki tarafa 3 toplaymiz. 8=6 onermesini
elde ettiniz degil mi? Bu 6rnekte de,

(0= 0)=I

oldugunu goriiyorsunuz.

Simdi, p = q kosullu 6énermesi ile ilgili 6nemli bir 6zeligi igeren
agagidaki drnegi verelim. '

1-10. Ornek

(p= 9=(p'Va

oldugunu gosteriniz.
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Coziim : Asagidaki dogruluk tablosunu inceleyiniz.

P q p’ pP= q P'Vq
1 1 0 B | 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
t 3
(p= q)=p'Vq

. P => q kosullu 6nermesinde p onermesine hipotez, g Onermesine
- de hiikiim denir. $imdi, bir kosullu énermeden tiiretilen baz kosullu
‘6nermeleri gorelim. ’

1-10. Tamim -

p => q kosullu 6nermesinden q => p bigiminde elde edilen kosullu
onermeye p => q kosullu 6nermesinin kargit1 denir.

1-11. Ornek

- Bu.giin pazar ise yarm pazartesidir.

P = q )
" kosullu 6nermesinin ‘karsiti,

Yarm pazartesi ise bu giin pazardr.

T P
kogullu émermesidir. Bu kargiti yaparken, p = q kogullu énerme-
sinin hipotezini hiikiim, hiikmiinii de hipotez yaptigimiza dikkat ediniz.

‘Bu érnekteki p = q kosullu énermesi ile bunun kargita olan q=>p
k0§ullu onermesinin dogru olduguna dikkat ediniz.

. 1-12, Ornek

Bu giin pazar ise tatildir.
[

) S ot )

P q

" kogullu 6nermesinin tersi,

29

- kosullu énermesinin karsit1 da,

Bu giin tatil ise pazardir.
L A — [ —)

- q P _
kosullu énermesidir. Bu érnekte, p = q kosulln  émermesi dogru
oldugu halde, bunun karsiti olin q => p kosullu énermesi yanhstir.
Su halde, bir kogullu 6nerme dogru iken bunun karsit1 dogru ya da yanhg
olabilir. Yine yanhs bir kosullu énermenin karsit1 da dogru ya da yanhs
olabilir. Siz de, ii¢ tane kosullu 6nerme soyleyiniz ve bunlarm kar§1t1n1
yapinlz. '

Simdi de bir kogullu 6nermenin tersini tammmlayalm.

- 1-11. Tamm .

p = q kosullu énermesinden p’ = q’ bigiminde- elde edllen ko-
sullu onermeye, p => 'q kosullu 6nermesinin tersi denir.

'1-13. Ornek

Bir ai dik ag1 ise bu aginm élgiisii 90 derecedir

| 4 : ‘ - q

Bir ag1 dik ag1 degil ise bu agmn élgiisii 90 derece degildir

P’ . q
* Siz de bir kosullu 6nerme séyleyiniz ve bunun karsit1 ile karsitinmn
tersini yapimz. p => q bi¢iminde bir onermenin kargitimn tersinin -
q = p’ kosullu énermesi oldugunu gérebildiniz mi? Buna kisaca,
p = q nun kargit-tersi diyecegiz. (1-13. Ornek) teki, p = q kogullu

onermesinin karsit-tersi,

Bir acinn olgiisii 90 derece degil ise bu ag1 dik ag1 degildir

q ' P
bi¢imindedir.
Bir kosullu énermenin karsit-tersi kendisine esdegerdir. Yani,

(b= 9= = p)
dir. Bu gergegi, dogruluk tablosu yaparak gosterelim.
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P q Pl qd| p=> q q = p’
1 1 1) 0 1 1
1 o | o | 1 0 0
0 I 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
(P q)=(¢'=> p)
Simdi de, 6zel bir kogullu 6nerme olan gerektirmeden s6z edelim.

P = q kosullu énermesi i¢in var olan dért durumun,
1= D=1 (1 0=0, 0= =1 ve (0 = 0)=1

oldugunu biliyorsunuz. Bunlarin ginde p => q kosullu énermesinin

dogru olduguna dikkat ediniz. Buna iligkin olarak asagidaki tanim
veriyoruz., .

1-12. Tanim

P => q kosullu onermesinin dogruluk degeri 1 ise bu kogullu
Onermeye bir gerektirme denir ve “p gerektirir q” diye okunur. p ye q
igin yeter kosul q ye de p igin gerek kosul denir. ‘

1-14. Ornek
C“x=3 = x2=9"ile “x=5 = 2x=6"
kosullu énermelerinin bir gerektirme olup olmadigim siiyleyélim.
32=9 oldugundan, x=3 = x?=9 kosullu énermesi dogrudur.
Oyleyse, bu kosullu énerme bir gerektirmedir. Yani, (x=3 = x?=9)=1

yazabiliriz. Burada x=3 énermesinin x?=9 i¢in yeter kosul, x2=9 un

da x=3 igin gerek kosul olduguna dikkat ediniz. Simdi, steki kosullu
onermeye bakalm. o ' '

2.57#6 ‘oldugundan, x=52 2x=6 kosullu Gnermesi yanhstir.
. Oyleyse, bu kosullu 6nerme bir gerektirme degildir.

ke
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1-11. Iki Yénlii Kogullu Onerme Ve Gift Gerektirme

Bir,v p=q kdgullu énermesi ile onun kargits olan q => p kogullu

‘dnermesinden olusan, (p = q)A (q=> p) bilesik 6nermesininr dogruluk

tablosunu yapalm.

P=9q| q=>p | p=> 9N p)

P
1
1
0
0

q
1
0.
1
0

— = | =
~ oo | =

= o | =]~

Bu bilesik énerme ile ilgili olarak asagidaki tamm1 veriyoruz.

1-13. Tamim | ‘
(p=> 9 A(q=> p) bilesik ﬁﬁermesine iki yénlii kosullu Gnerme

denir ve p <> q biciminde yazlarak “p ancak ve ancak q” diye

okunur.

. Bu tanima gore, p <> q nun dogruluk tablosu asagidaki gibidir.

P q p <= q
1 1 1
‘1 0 0
0 1 0
0 0 1

Buna gore, 6rnegin,
(Bu giin pazar <> Bu giin tatildir) = 0

A A s — 1
(ABC eskenar iiggen <=> ABC e5 aqih iiggen) =

- oldugunu kolayca séyleyebilirsiniz. Dogru olan iki yénlii kowlluﬁner-
~ meler i¢in asagidaki tamum veriyoruz.
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1-14. Tamm v

P <> q iki yonli kogullu énermesinin dogruluk degeri 1 ise bu
onermeye bir ¢ift gerektirme denir ve “p sift gerektirir " diye okunur.

Buna gﬁre,. ' '

“ABC egkenar iicgen <> ABC es agih licgen’ Gnermesi bir ¢ift
gerektirmedir, degil mi? _

P <> qcift gerektirmesinde, p ye q i¢in hem yeter hem de gerek
kosul, denir. Bunun gibi, q da p i¢in hem yeter hem de gerek koguldur.
Buna gére, '

“ABC eskenar iiggen <> ABC eg acih iggen” cift geregirmesini,
“ABC nin eskenar iiggen olmas: igin gerek ve yeter kogul ABC nin es
agih iiggen olmasidir” diye okuyabiliriz.

1-15. Ornek
(x=2 <> x3=8) ile (x=2 <> x’=4)

iki yonlii kogullu énermelerinin bir ¢ift gerektirme olup olmadigim
soyleyelim. ' ‘

[(x= 2 => x3=8) A (x?=8 => x=2)]=1 oldugundan,
“x=2<$>x%=8" bir ¢ift gerektirmedir. Oysa, (—2)2=4 oldugu dik-
kate dhmrsa (x*=4=> x=2)=0 oldugu hemen anlagilir. Oyléyse,

(x=2 = x?=4) A (x?=4 => x=2)=0 oldugundan,

x=2 <&>x?=4 iki yénlii k0§u}1u 6nermesi bir ¢ift gerektirme degildir.

1-7. Mmthnﬂu

1) (p= q)/A(q <= p) bilesik onermesinin dogruluk tablosunu

yapimz.
2) P'=> (pVq) bilesik énermesinin dogruluk tablosunu yapiniz.

3) a, b birer tamsay1 olmak iizere, a2=h%=> a=b kogullu 6ner-
* mesi veriliyor. Bu kosullu ¢énerme bir gerektirme midir? Cevabinizin

nedenini agiklayimz. Bu kosullu énermenin kargitini, tersini ve karsit- -

tersini yazmz.

- 4) (p= q)’E(p/\q') oldugunu'dogruluk tablosu yapmadan gés-
teriniz. (Yol : (p => q)=(p’V q) ozeliginden yararlanimz.)
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5) “Ali ders galigmassa smifta kahr’ kogullu énermesinin hipotez

ve hiitkmiinii séyleyiniz. Bu kogullu énermenin kargrtim, tersini ve

kargit-tersini s6yleyiniz.
6) p <> q Onermesinin degilini yapmz.

_ | 7) Asagidaki kogullu énermelerin hangileri bir gerektirmedir?’
Gerektirme olanlarm yeter kosulu ve gerek kogulunu sdyleyiniz.

| b) 2i=4=> 1>3

d) 4<5=> 5<6

a) 5>6 = 7>8
¢) 2’=8=> 1>2

8) [p = (qV1')]=0 oldugu verildigine gore, (p'V q)=> rA(q'VP)
bilegik énermesinin dogruluk degerini bulunuz.

9) Asagidaki bilesik 6nermeclerin dogruluk tablolanm yapimz.
Bunlardan, totbloji ya da geliski olanlar varsa belininiz. »

) p= (Ve b) (p <> q <> (p <> q)

) PAD= (p <> @ &) P'ADAPA@= P)
10. Asagidakilerden hangileri bir ¢ift gerektirmedir.

a) xm=—1 &> x%=1 b) x=0 <> x?=0 ‘

¢) ABCD bir kare < ABCD nin kigegenleri diktir,

d) ABCD paralelkenar <> ABCD nin ‘kﬁgegenleri ortalar. .

1-12. Aksij’om —Teorem-— Ispat

, Bu biliimiin baginda, matematige baglarken baz terimleri tamm-
s1z olarak almak zorunda kaldipmizi agiklamigtik. Ancak, bir mate-

~matik yapt kurmak i¢in bu yetmez. Baz 6nermeleri de nedenini ara-

madan dogru olarak kabul etmek zorundayiz. Béyle yapmadigimizda,

hi¢ bir 6nermenin dogru oldugunu‘ gosteremeyiz. Giinkii, ele alacagimz

ilk 6nermenin dogrulugu igin séyleyecegimiz nedenlerin de dogru olup

“olmadigim aragtirmaya kalksak iizerinde cahstifimiz konudan siirekli

olarak uzaklagacyaglvmlz besbellidir. Bu nedenle, bir matematik yap:

- kurarken, baz ‘6nermelerin dogru oldugunu kabul ederek ige baslariz.

Sézgelimi altinci béliimde, “farkh iki noktadan bir ve yalmz bir dogru

- geger”, 6nermesinin dogru oldugunu kabul edecegiz. Bunun gibi, degru ‘

oldugu kabul edilen bir énermeye aksiyom denir. Aksiyomlar mate-
matiksel yapinin temel taglar: sayilirlar. Ancak, aksiyom olarak allngn
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bir 4nermenin dogrulugunu gostermenin ¢ok kolay ya da ¢ok gii¢ ol-
dugu igin onun aksiyom almdigim zannetmeyiniz. Bir matematiksel
yapiyr kurarken secilen aksiyomlar bir sistem olustururlar. Sézgelimi,
altmer bolimdeki geometri, 14 tane aksiyomdan olugan bir sisteme
dayanmaktadir. Boyle bir sistem iginde, herhangi bir aksiyomdan biri,
digerinin olumsuzunu séylemez. Neden ?

Teorem sézciigiinii bugiine kadar hi¢ duydunuz mu? Cevabmizin
“evet” oldugunu samyoruz. Sézgelimi,

“Bir iicgenin i¢ aqlarmn dlgiileri toplam 180° dir” 6nermesinin
bir teorem oldugunu séyleyebilirsiniz. Simdi, teoremin tanimmi yapalim.

1-15. Tamm

P=> q gerektirmesinde p 6mermesi dogru ise p=> q gerektir-
mesine bir teorem denir.

Bu tanmma gére, p=> q bir teorem ise, p nin dogruluk degeri
1 ve p=>> q de bir gerektirme oldugu i¢in dogruluk degeri “1” dir.
(1=> ?)=1in dogru olmas1 igin soru isaretli yere “1”’ yazlmas: sarttir.

Su halde, bir teoremin hipotezi ve hiikmii dogru énermelerdir.
-“Bir,karenin kogegenleri diktir” teoremini ele alahm. Bu teoremi,

“ABCD bir kare ise ABCD nin kogegenleri diktir” bigiminde ya-
zabiliriz. Bu teoremin hipotez ve hiikmiinii soyleyiniz.

Bir teoremin hipotezi dogru iken hiikkmiiniin de dogru oldugunu
gostermeye, bu teorémin ispatin1 yapmak denir. Bir teoremin ispatinda
kendinden 6nce gelen teoremler de kullamlir. Ancak, teoremler birbirine
baghlik durumuna gére siralansa ilk teoremin ispatinda kullanacagimiz
bir teorem bulamayiz. Su halde, bu ilk teoremin ispatim1 da yapabilmek
i¢in Onceden baz 6nermelerin dogrulugunu kabul etmek zorundayiz.
Dogru oldugu ispatsiz kabul edilen bir onermeye aksiyom denildigini
hatirlaymiz. Teorem ise, dogrulugu ispatlanabilen bir énermedir.

Simdi, agagndaki 6rnekleri inceleyiniz.
1-16. Ornek

“Ters aglar estir” teoremini, p => q biciminde yazmz. Bu teore-
min, tersini, kargitini, kargitinin tersini yapmiz. Bunlarm da bir teorem
olup olmadigim séyleyiniz. ’
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Iki aq1 ters agn ise ' bu iki ag e§ti'r.‘

P - 1

(1-8. Sekil)
bigiminde yazanz. Ger¢ekten, p dogru iken q da doéru‘d'ur. Jﬁﬁaglda bu
teoremin. tersini, karsrtimi ve Karsitmin tersini sira ile gériiyorsunuz.

iki a1 ters agr degil ise bu iki aq es degildil;. _
. PI # . q

’

Iki aga es  ise bu iki aq ters aqidir.

q = P

fki ag1 e degil | ise ~ bu iki ag1 ters agl degildiL.

’

q = P

Bunlardan, p’ => q ile ¢ => p nin yanhs olduklarma., -q' = p’
niin dogru olduguna dikkat ediniz. O halde, bu teoremi.n tersi ile kar§1.1:1
birer teorem degildir. Kargitmin tersi ise bir teoremdir. Her t’eoreml?
kargitmm tersi yine bir teoremdir. Neden? (p=> q)=(¢ = Pp’)

oldugunu hatirlaymmsz.-

Siz de, bildiginiz bir teoremi séyleyiniz ve onu p = q biqimilildf:
ifade ederek hipotez ve hitkmiinii belirtiniz. Sonrg da onun, tersini,
karsitim ve karsitmn tersini yapimiz. Karsiti dogru olan bir teorem
soyleyebilir misiniz? Cevabimz “evet” olmahdlr.. Eger, p = qv't.eo.re-
minin karsit1 dogru ise bunu, p <> q bi¢im1pde yazabilecegimize
dikkat ediniz. '

(p=> q)=(q' => p’) oldugunu gormiistik.. Su ) halﬂe, p=>q
teoreminin ispat1 yerine bunun kargitimmn tersi olan, q' => p’ teore:
minin ispatim yapabiliriz. Bu tiir ispat yﬁnteming, 0lt.m.|yan§ ergi
yontemi denir. Asagidaki érnekte, olmayana ergi yontemi 1l’e yapilan

bir ispat goriiyorsunuz.

1-17. Ornek

a#3 = 5a-1#14, tebreminin ispatmm, olmayang ergi yontemi

ile yapimz. . -
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Cozum Bu teoremin hipotezine p hukmune q dlyehm q den
1§e baglayacagimiz1 blhyorsunuz .

(5a-1  14)'=(5a-1= 14)=;> 5a=15

q = a=3

’

P

dur Béylece, ' = p’ oldugunu gostererek p =>. q,teoreminin. ispa- -

tm yapmig olduk.

Bir teoremin nasil ispatlandlgml yeri geldikge ya'pacaglmlz'ispat-
larla uygulayarak 6greneceksiniz.

1-8. Alistirmalar

1) “a tek say1=> a? tek say1” teoreminin tersini, kargitim,
kargitimin tersini soyleyiniz. Bunlarin hangileri dogru, h‘.ngllen yanllgtlr ?

2) “Bir paralelkenarda karsihkh kenarlar e§t1r » teoremlm, P => q
biciminde ifade ederek hipotez ve hiikmiinii bellrtmlz Bu teoremln
kargiim yapimz. Bu kargit da bir teorem midir ?

3) Pisagor teoremini greniniz ve hipotez ile hukniunu belirtiniz.
Plsagor teoreminin kargitim sdyleyiniz. Pisagor teoremi ile kar§1t1m,
“gerek ve yeter kogul’-ile ifade edebiliriz. Neden‘P

4-) Agagldakl teoremleri, olmayana ergi yonteml lle lspatlaylmz
a) a8 = 6a—|—2;é50 " b) 2a4-15£21 == a710

5) Aksiyom ile teorem arasindaki farki belirtiniz. -

1-13. ‘Matematikte Kullamlan Niceleyiciler

Giinlik yagamimizda, “baz giinler sinemaya giderim”, “her giin
ders gahsinm” gibi énermeler soyleriz. Bunun gibi matematikte, “baz”

veya “her” niceleyicileri ile yapilan birgok énermeler ‘vardir. “Baz:’-

sbzciiii “‘en az bir” anlamindadir. Bu sézciikle séylenen bir énermeyi
gergekleyen en az bir érnek var ise bu énerme dogrudur. Onun i¢in
“bam” niceleyicisine, “varlikeal niceleyici” de denir. Ornegin, “Bam
sayilar ¢ifttir’”” énermesi dogrudur, Ciinkii, ¢ift olan en az bir say1 soy-

: leyebilirlz Yme, “Bazi asal sayilar 91ftt1r” onermesi de, asal olan

yalniz bir taneé ¢ift say1 oldugu i¢in dogrudur. (2 nin hem ¢ift hem de

asal say1 oldugunu hatirlaymiz). “Bazi tamsayilarin kare51 negatlfur”'

onermesi ise yanhgtir. Ciinkii karesi negatif olan highir- tamsay1 yoktur,
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“Her” kelimesi, “tiim” anlammdadir. Bu sozciikle yapilan hir snerme-.
nin dogru olmasi igin sézkonusu tiim elemanlarm by énermeyi gergek-
lemesi sarttir. Onun igin “her” niceleyicisine ‘“‘evrensel niceleyici” de
denir. Sozgelimi, “Her i insan 40 yasindadir” énermesi yanhstir. Cunku
40 yasinda olmayan en az bir insan' sbyleyebiliriz. “Baz insanlar 40
yagindadir’” énermesi ise dogrudur. Neden ? (40 yasinda olan bir insam
ornek olarak séyleyiniz.)

“Her hafta yedi giindiir’ 6nermesi dogrudur. Cunku, gin says
yediden az veya ¢ok olan bir hafta yoktur" “Her subat ay1 28 gundur”
onermesi dogru degildir. Neden ?

1-18. Omek

Asagida, “bazm” ve “‘her” niceleyicileri ile séylenmis olan énerme-
lerin dogru ya da yanhs oldugunu séyleyiniz.

a) Baz1 subat aylan 29 giindiir.

b) Her gubat ay1 28 giindiir.

¢) Her cift say: 2 ile béliiniir.

d) Baz gift sayiar 2 ile boliniir. .

Coziim : (a) Dogru (b) Yanhs (c) Dogru (d) Dogru

“Baz - kelimesine, varhksal niceleyici” denir ‘ve 3 sembolii ile-
gostenhr “Her” kelimesine de, “‘evrensel niceleyici”’ denir ve V sem-

‘bolii ile gosterilir. Ornegin,

. Baz sayilar cifttir,
onermesini, 3 semboliinii kullanarak,
3 sayiar cifttir,
blqmunde yazacagiz. Ylne
Her giin kar yagar,
onermesini de V semboliinii kullanarak
' VY giin kar yagar
blqlmmde yazacagiz. Bir énermede sézkonusu olan elemanlar x ile
gosterirsek o onermeyi daha kisa bigimde yazabiliriz. Ornegln,
3 sayilar 91ftt1r, ‘
dnermesini, x bir sayiy1 gostermek iizere,
1 x, x gifttir,"
blglmmde yazar ve “en az bir x igin x gifttir” veya “baz1 x ler i¢in

x gifttir”’ diye okuruz. Bu énermenin dogru oldugunu kolayca sbyle-
leyeblhrsmlz Bunun gibi,
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V say1 3 ten biiyiiktiir. -
onermesini ‘de, x bir say1y1 géstermek iizere,
Vx, x>3

bi¢iminde yazar ve ‘“her x sayis: igin x> 3 tiir” veya, “tiim x sayilar
igin x>3 tiir” diye okuruz. Bu 6nerme y-:lnll§tll' Ciinkii; x igin, 3 ten
biyiik olmayan,,sozgellml 2 yi soyleyebilirsiniz. Burada,x>3 agk
6nermesini p(x) ile gosterirsekvyukaridaki 6nermeyi, Vx, p(x), bigiminde
formiile edebiliriz. Bunun gibi, “x ¢ifttir” agk 6nermesini p(x) ile
gosterirsek, “Ix, x ¢ifttir;”’ onermesini de kisaca, I x, p(x) bigciminde
gosterebiliriz. Sonug olarak, evrensel niceleyicisi ile séylenen bir, ¥ x,p(x)
onermesinin dogru olmas: igin sézkonusu tiim x ler igin p(x) dogru
olmahdir. Varhksal niceleyici ile, 3x, p(x) bigiminde séylenen bir éner-
menin dogru olmas i¢in de en az bir x igin p(x) dogru olmahdir.

1-19. Ornek

Asagidaki énermelerde x tamsayidir. Bu 6nérmelerin dogru mu
yoksa yanhs mi oldugunu séyleyiniz.

a) Ix, 4x+1<8 _ b) Vx, x20 .
c¢) Vx, x-1>5 d) Ix,x2=x
Coziim : (a) x.=1  i¢in bu 6nerme gerqeklenir. O halde, dogrudur.

b) Her tamsayl bu 6nermeyi ger¢ekler. Bu 6nerme dogrudur.

c) Ornegln, x=3 alirsak bu onerme gergeklenmez. Su halde, bu

onerme yan11§t1r

d) x=1 ya da x=0 i¢in x?=x oldugundan bu énermeyi gerqekleyen
en az bir tamsay1 vardir. Ju halde, bu 6nerme dogrudur

Slmdl, de, niceleyicilerle soylenen bir 6mermenin olumsuzunun
nastl yapllacagml gorelim :

Baz: giinler okul tatlldlr

onermesini ele alalm. Bu énermenin dogru oldugunu ve dogru b1r

énermenin degilinin yanhs oldugunu bildiginiz i¢in bunun degilinin
yanlis olacagimi séyleyebilirsiniz. Bu 6nermenin degilinin,

' Baz giinler "okul tatil degildir.
onermesi olacagm diisiinebilirsiniz. Ancak, bu énermenin de dogru
olduguna dikkat ediniz. Gergekten, degil yaparken, “baz1” niceleyicisini
“her” miceleyicisine gevirmeliyiz. Buna gére, yukarlda verilen 6ner-
menin degili,

Her giin okul tatil degildir.

snermesidir. Bunun gibi,

Her giin ders qallglnm
snermesinin degili de,
Baz giinler ders ¢aligmam.

onerme51dlr Su halde, p(x) bir agik énerme olmak iizere,

(vx, p(x)) =1x, p‘(x) , (Ix, P(X)) =Vx, p'(x) yazabililiiz.

‘1—2_0. Ornek
‘ Asagdakileri inceleyiniz.
a) (Baz sayilar asaldir)’ = Her say1 asal degildir.
b) (Bam giinler ders ¢alismay1z)’ = Her giin ders ¢ahiginz.
c) (Her say pozitiftir)' = Baz sayilar pozitif degildir.
d) (Vx,x+3=8) =3x,x+3#8
e) (Ix ,x—1<0) =V¥x,x—1=>0
) [(Vx, x220) V. (3x , x2<x)]’
=(V¥x, x2>0)'A (Ix , x2<x) = Ix, x2<OA VX, x2 >x
1-9. Ahgtirmalar

1) Asagidaki onermelerde x tamsayidir. Bu ﬁnérmelerin dogru
‘yoksa yanhs m oldugunu séyleyiniz.

a) Vx, x=x b) Ix, x2+3x—1<0
c) Vx,x2—1>0 d) (FIx, x2—x>3) A(Yx, x<4)
2) 1. abstirmadaki 6nermelerin degilini yapmmz. 7 ‘
3) [(Vx, 2%x—1>x3)V/ (¥x, xi—1=(x—1) (x--1)] énermesinin

* degilini almz. Elde ettiginiz 6nermenin tekrar degilini abmaz.

BIRINCI BOLUMLE ILGILI TESTLER

1) Agagdakilerden hangisi bir énermedir ?
a) Yarin Ankara’ya gidelim. b) Ders ¢ahgtimz mi?
¢) 3 ile 2 yi toplaymmaz. d) 5 ile 3 iim toplam 7 dir.

e) Bir onerme séyleyiniz.

'
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2) Asagidakilerden hangisi x?<9 agik énermesini dogru yapar?
(a) x=3 ~ (b) x=2 (¢) x= —3 (d) x=4  (e) x=5
3) Asagidakilerden hangisi, “Kisin kar yagmaz” ’b;n‘ermesinin
 degilidir? |
(a) Yazn kar yagar. (b) Kisin kar yagar.
(¢) Kisin kar yagabilir.
(e) Hiqbii‘i

(d) Yazm kar yagmasz.

4) Asajndakilerden hangisi, p\/ (q AT) b11e§1k Snermesinin -olum-

suzudur?
(@ (p'AQV(p’'AT) (b) P'/\(q/\r')
(¢) (P’Aq)Vr (d) p'A(q’ V)

(&) @'Vr)Ag
5) Asapidakilerden hangisi \/ mm A iizerine dagiima ozehgxdu‘"

(a) PV(GAT) =(pVgAlpAr)
(b) pV(gAT) = (PAQ)V (pAT)
(©) aV(pAT) =(qVp)A(pVr) | s
(d) rV(gAP) = (rVgQA(rVp)
(e) r/\(q\/P)E(r/\q)V(r/\P)

6) Asag;daki b11e§1k 6nermelerden hang1s1 (1-9. Sekil) deki devreye

* kars1 gelir?

(a) (rAs)VE
(b) sV (tAr)
(©) tV(sAT)
(d) (rAt) Ve
() TA(tVs)

t

(1-9. Sekil)
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7) Asagdakilerden ,‘hangisi r => t kogullu énermesine denktir.
, (a) ' =t (b)t=1r (c) tyr
@tv=r () rvt o
8) Agaéldakilerden hangisi (p <> q)’ 6nermesine denktir?
@qd<p  ®Bpve - @AY
(d) p"=>q (e) ' =>p |
9) x tamsayl olduguna gore asafdaki onermelerden hangisi dogru- '
dur? :
(a) Vx,x2>x (b) ¥x, —x<0 (c) Ix, x2<0
(d) 3Ix, x2—x<0 - (e) Ix, x2—3<0

10) x tamsay1 oln;_ak tizere, Vx,x2—5x—1<0 6nermesinin degili
agagidakilerden hangisidir? :
(a) Ix, ¥E5x—1>0
(c) 3x, x*—5x—1=0
(e) Ix, x2—5x—1<0

(b) 3x, x2—5x>1
(@) 3x, —x*+5x41>0




IKINCI BOLUM

KUMELER (CUMLELER)

2-1. Kiime Kavramm

Matematigin dilinin mant:ga déyall olarak ku'ruldugunu biliyor-
sunuz. Kiimeler (ciimleler) de bu dili zenginlestirerek, matematigin an-
Iatimmm kolaylagtinir. Matematikte, kiime (cimle) kavramindan yarar-

‘lanarak giinliik yasammzla ilgili 6rnekler iizerinde ¢ahgma olanag bula-
caksimz. Kiime kavram, matematigi giizellestirir, giiglendirir.

Kiime kavramm tamimsiz olarak alacagiz. Egya, canh ve kavram-

larin her birine mnesne diyelim. Kiime deyince, necnelerden olugan
topluluk akla gelmelidir. Bazen simfinizda, kiimelere ayrilarak gahs-
malar yaptifimz hatirlaymmz. Gergekten, kiime kavram gunluk yasa-
mimizin igerisinde mevcuttur. Omegin, sinfimzda bulunan kiz ogren-
cilerin. kiimesini, gozliikkli ogrencilerin kiimesini, okulunuzdaki mate-
matik gretmenlerinin kiimesini, diigiinebilirsiniz. Ayrica, syufimizla
ilgili olan ders kitaplarmin kiimesini, karnenize not olarak yazilabilen

. sayllarm kiimesini, birinci ligde oynayan futbol takimlarmmn kiimesin;

de diigiinebilirsiniz.
Bir kiimeyi olugturan nesnelerin her birine o kiimenin bir elemam

denir. Cogunlukla bir kiimeyi elemanlarm yazarak belirtiriz. Bunun
i¢gin kiimenin elemanlan, aralarma virgiil konarak bir parantez i¢ine

~ yamhr. Bir kiimenin béyle yazlgma, liste yontemi ile yazihs1 denir.

2-1. Ornek

Adr “p” harfi ile basglayan giinlerin kiimesini liste yontemi ile
yazimz.

Coziim :. Bu kiimeyi, liste yontemi ile,
pe y
{pazartesi, persembe, pazar)

bi¢iminde yazanz. Isterseniz. Siz de, elemanlarin yazhg sirasim degis-
tirerek de aym kiimeyi yazabilirsiniz Sézgelimi, bu kiimeyi,

 {pazar, pazartesi, pergembe}

1

bigiminde de yazabilirsiniz. Elemanlarm yazhg sirasim degig-
tirerek aym kiimeyi daha dért degigik bicimde yazmz.

2-2. Ornek ‘
Alfabemizdeki sesli (iinlii) kiigiik harflerin kiimesini yazimz.
Coziim : Bu kiime, » {a, e,1,1, 0,8, u, i} dir. (Elemanlarm "yazhs
grasmm onemli olmadigm: hatirlaymz.) ,
- Kolaylik olsun diye, kiimeleri A, B,C, ... gibi biyyiik harf}el.'.le
adlandiracagnz. Sozgelimi, yukanda yazdiimz sesli (iinli) kiigik
harflerin kiimesine A dersek, ' :

A= {a,e,1,i,0,0,u,ii}

diir. Burada, ¢ harfi A kiimesinin bir elemamdir. Yani, e harfi A kiime-
sine aittir. Bunu, e€A bi¢iminde yazacagiz. € sembolii, eleman .o!n.la/
‘(veya‘ait olma) anlamindadir. Su halde, a€A, 6€A ve u€A da ya?a.bl_l.ll‘lz.
Ornegin, b harfi A kiimesine ait degildir. Bunu da kls'aca, b ¢A l')'lgnm}nde
yazacagiz. Bunun gibi, d ¢A, y4 A da yazabiliriz. Bu A kiimesinde
sekiz tane eleman oldugunu biliyorsunuz. Bunu da kisaca,

s(A) =8
bigiminde yazarnz ve “A kiimesinin eleman say sekizdir” diye oku-
ruz. Ornegin, B={a, b, ¢} ise s(B) = 3 tiir.

Liste yﬁﬁtemi ile bir kiimeyi yazarken o kiimenin bir elemam
yalmz bir kere yazhr. Séz gelimi, A = {1, 2,2} bigiminde bir kiime
diigiinillemez.

2-3. Urnek
A = {1, 2,1, A}

. kiimesi veriliyor. Buna gére, agagidaki énermelerin dogru ya da yanhs

oldugunu séyleyiniz.
(a) 144 b) teA () 3€A
(d) A€A (e) s(A)=3
Coziim : (a) Yanhs  (b) Dogru  (c¢) Yanhs
" (d) Dogru () Yanhs

Pozitif tamsayillardan (sayma sayilarmdan) olugan kiimeye B
diyelim. Bu kiimeyi, liste yontemi ile,




44

B={1,2,3,...} bigiminde yazariz. Buradaki iig tane nokta bize, benzer
bigimde diigiiniilerek, bu kiimenin elemanlarmin sonsuz goklukta
yazlabilecegini anlatir.

Bir A kiimesinin elemanlarmm ortak bir ézeligi varsa ve bu ortak
ozelige sahip olan elemanlar yalmz bu kiimeyi olusturuyorlarsa, A
kiimesinin elemanlarim x ile gosterir ve x si belirten gerek ve yeter
kogulu agagidaki gibi parentez igindeki noktah yere yazarak, bu kiimeyi,

A={x| ...} . ‘
bigiminde de yazabiliriz. Bu yénteme de “ortak &zelik ‘yontemi”
diyecegiz.

2-4, Ornek
~ Ortak ozelik yontemi ile yazilmig olan,
A={x| x tam say1 ve x?=4}
kiimesini liste yontemi ile yazimz.

Goziim : Bu yazmhgi, “A kiimesi dyle x elemanlarmdan olugmak-
tadir ki, x, karesi 4 eden tamsayidir” diye okuruz. Yani, A kiimesinin
her elemanimin karesi 4 diir ve karesi 4 olan her tamsayr A kiimesinin
bir elemamdir. Buna gire, A kiimesini liste yéntemi ile,

A={-22}
bigiminde yazarz.. o

Bir kiinieyi yazabilmemiz igin, hvangi- nesnelerin onun elemam
olduu, hangilerinin ise onun eleman: olmadifn kesinlikle belli olmahdur.

Omegin, en gok sevilen ii¢ ders kitabimin adlarindan olugan bir kiimeyi ‘

yazamayiz. Ciinkii, hangi ders kitaplarmn en gok sevildigini ortaya
¢ikarmak olanaksizdir. Bunun gibi, smfimzdaki ¢ok ¢algkan &gren-
cilerin kiimesini de yazamazsiniz. Neden ? Oysa, simfimzdaki numaras:
tek say1 olan 4grencilerin kiimesini kolayca yazabilirsiniz. Ciinkii, bu
kiimenin elemanlan kesinlikle bellidir. Bu kiimeyi yazmiz. '

Bog Kiime

Simifimzdaki, 10 yaginda - olan dgrencilerin  kiimesini yazmaniz
istenirse, hi¢ birinizin bu kiimenin eleman: olmadigimi kesinlikle
sdyleyebilirsiniz. Béyle hig elemam olmayan bir kiimeye bos kiime
denir ve { }yada @ simgesi ile gosterilir. Séz gelimi, 1, 2, 3 rakamlan
ile yapilan ve 500 den biiyiik olan ii¢ basamakh saylarm kiimesi de

. bog kiimedir. Bog kiimenin eleman sayis; sifirdir, o
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2-5. Ornek

Asagidaki kiimeleri liste yontemi ile yazimz ve eleman sayilarim
soyleyiniz. , ‘
o a) A={x|x tamsay1 ve 0<x‘<6'}‘

b) B={x|x, giizel resim ¢izen kimse}

¢) C={x|x, bas harfi E ile basglayan giin ismi}

d) D= {x|x, ANKARA kelimesindeki harf}

Cozim : a) A={l, 2, 3, 4, 5} dir.
- b) B kiimesi yazilmaz. Neden?
¢) C={ } veya C=0 dir.
d) D={A, N, K, R} dir. (Kiimede bir elemamn yalmz bir
kez yazildigimi hatirlaymiz). : ‘

Simdi iki kiimenin esit olmasinin tanimini verecegiz.

2-1. Tamlﬁ

Aym elemanlardan olusan iki kiimeye esit kiimeler denir ve A
ile B kiimelerinin esit olmasi, A=B bi¢iminde yamlarak, “A  esittir B
diye okunur. o

2-6. Ornek
A:Q{a, c, e, t} B={a, b, ¢, e, t}
C={a, c,e, t,y} D=le a,t,c}

kiimeleri veriliybr. Buna gire, agagidaki énermelerin dogru ya da yan-

hs oldugunu soyleyiniz. 7
a) A=B  b) A%£C o) D=A d) B=C
Gogiim : a) Yanhs  b) Dogru  c) Dogra  d) Yanbs
Nedenlerini >siz, soyleyiniz.

Esit iki kiilmenin eleman sayilar: hakkinda ne diyebilirsiniz ? Karsit
olarak, eleman sayilar esit olan iki kiime esit olmak zorunda midir?
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1 2-1. Ahstirmalar
|

L A={-2,-1,0, 1, 2, {3}} kiimesi. veriliyor. Asajndaki kare-
lerin yerine € veya ¢ sembollerinden uygun geleni yazarak dogru éner-
meler elde ediniz. '

‘ - T o WI0A B 40A o -1A
| QoA ) 30A  f) BYA
| | | v

- temi ile yazimuz. Her kiimenin eleman sayismi soyleyiniz.
" a) A={x|x, bas harfi A ile baslayan ilimiz}

ST "~ b) B={x|x tamsay1 ve x>8} |
Do | ¢) C={x|x tamsayr ve x2=0}

d) D= {x|x, bugiin 300 yaginda olan in"s;n}

e) >E={x]x tamsayr ve x2<0}

3. Asagida, liste yontemi ile verilen kiimeleri, ortak ézelik yontemi
ile yazimz. : ‘

‘) A={0, 1, 2, 3)

i b) C={0, 1, 4, 9, 16, 25}
| ¢) C={0, 2, 4, 6,8, ...}
b d)D={L, 3, 5, 7, ...}

A -4. Asagida verilen kiimelerden herbirinin eleman sayistm sgyle-
: yiniz. Bu kiimelerden esit olanlar varsa belirtiniz.

| a) A={x|x tamsay: ve —2<k<4} b) B={-2, -1, 0, 1, 2}
0 | ¢) C={-2 -1, 0, 2, 3} A D=0, -1, -2, 1, 2}

- . e » , 1) {2}

. 2-2. Kiimelerin Venn Semas: lle Gisterimi

‘Kiimelerin, kolay anlagihr bir gﬁsferimif;i elde etmek igin Venn
semas1 denen kapah egriler kullamhr. Kiimenin elemanlar bu kapal
egrilerin igine yazhr. ' :

2. _Aéaglda, ortak 6zelik yontemi ile verilen kﬁmeleri, liste yon-

2—7. Ormek .
A = {Ender, Nuray, Sedat, Barkn}

kiimesini Venn gsemas: ile agagidaki bigimde gosteririz.

Ender Ndrag
° °

 Sedat Barkin
[ J ®

(2-1. Sekil)

Venn semas: ile gostermelerde, kapah egriyi istediginiz bigimde -
gizebilirsiniz. S6z gelimi, yukaridaki kiimeyi isterseniz (2-2. Sekil) de
goriildiigii gibi de cizebilirsiniz.

A

Er;der NL.JY‘a‘:,

Sedat Rarkin
PY ®

(2-2. Sekil )

2—8. Ornek
A={a, b, 'c,.d},

kiimelerini Venn gemas: ile gosteriniz.

B={b, c, e, 1, g}

Coziim : (2-3. Sekil) i inceleyiniz.

A B

(2-3. Sekil )




29, Ornek
(2-4. Sekll) deki Venn §emalarma bakarak A B, C D, E ki-

melerini, liste yontemi ile yazimz.

(2-4. Sekil )

Coziim : A={1, 2, 3, 4, 5, 7},

B={3, 4, 5, 6, 8, 9}

C={m, p, d, é, e, k}, D,=v‘{d, c, n, 1:} E={'e, k, t, c, x, Y z}
dir. ‘ ’

" Kiimelerin Venn semas1 ile gosterilmesi onlarm kolay anlasilir
olmasim temin ettigi gibi, kiimeler arasmdaki iligkilerin agikga belir-
tilmesine de olanak verir. Kiime ile -ilgili sorularda, konuya uygun
Venn semas: ¢izmeniz, ¢éziimii kolayca yapmaniz1 saglar.

2-2. Ahstirmalar

+ 1) Asagida verilen kiimelerin herbirini ayr1 ayrm Venn semas: ile
gosteriniz.

a) A={x|x tamsay1 ve x%-9=0}
" b) B={x|x,. simfimizda adt N ile baglayan 6grenci} |
c) C={a, b, @, {a}} |
D= {x|x asal say1 ve x<<25}

2) (2-5. Sekil ) deki Venn semasma bakarak M N, F kumelerlm
liste yontemi ile yazimz.

(2-5. Sekil )

'3) A={-2,0,1,3, 9, {3}, {2, 1}} olduguna gore agagidaki oner-
melerin dogru ya da yanhs olduklarim séyleyiniz.

) 24A b) {-21€A ce) (-2, 1)EA
d) QEA L o {O)A 0 B)eA
g) 0EA h) 3€A

4) Bir dogru, elemanlar1 noktalar olan bir kiimedir. (2-6. Sekil) e
gore asagidaki Snermelerin dogru ya da yanhs olduklarmi séyleyiniz.

(2-6. Sekil )

a) Rl " b) T4 ‘ c) E€d
d) Ped e) P¢1 f) K€d

2-3. Alt Kiime

Okulunuzdaki 6grencilerin kiimesine E simfimizdaki 6zrencilerin
kiimesine de F diyelim. F kumesmm her elemam E kiimesinin de bir
elemam mdir? Bunun glbl,

A=1{1,3,5), B=1{1 2 3,4,5, 6}




50
kiimelerini gz 6niine alahm. A kiimesinin her elemanmn B Kiimesinin

de bir elemam oldugunu goriiyorsunuz. Bu iki kiimeyi Venn semas
ile agagidaki gibi gosterebiliriz. '

(2-7. Sekil )

2-2. Tanim

Bir A kiimesinin her elemam bir B kiimesinin de elemam ise A -

kiimesine B kiimesinin bir alt kiimesi denir ve Ac B ya da B> A bigim-
lerinde yamlarak “A kiimesi B nin i¢indedir” ya da “B kiimesi A kii-
mesini’ igine alhr” diye okunur.

Bu tamima gére, eger bir A kiimesinde B de olmayan en az bir
eleman varsa, A kiimesi B nin bir alt kiimesi olamaz. Bu durumu,
A¢ B bigiminde yazariz ve “A kiimesi B nin bir alt kiimesi d.eéildir”.
veya “A kiimesi B nin iginde degildir’ diye okuruz.

2-10. Ornek _ S
A = {a, d} B = {a, c, d} C={a, b, ¢, d}

olduguna gore asagidaki alt kiime ile ilgili olarak verilen 6nermelerin
dogru ya da yanhs oldugunu séyleyiniz.

a) AcB b) AcC c) B¢C

b) B<C e) C<B f) AcA
Coziim : a) Dogru b) Dogru c)‘ Yanhs
d) Dogru e) Yanhg f) Dogru

Bu ¢éziimde, Ac A $nermesinin dogru oldugunu séyledik. Gergek-
ten A kiimesinin her elemani yine A kiimesinin bir elemamdir, diye-
biliriz. Oyleyse, 2-2. Tanim geregince A A dir. Bunun gibi, bos kiime
her kiimenin bir alt kiimesidir. Neden? @ de olan ve bir A kiimesinde

‘olmayan hi¢ bir eleman séyleyemeyiz. Su halde, her. A kiimesi igin,

QcA dir. - :
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2-11. Ornek -

A= {a, b, ‘c} kiimesinin tiim alt kiimelerini yazimz.

Coziim : A = {a, b, ¢} nin sekiz tane alt kiimesi vardir. Bunlari
asagida goriiyorsunuz.

{a, b, ¢} .
{a, b} ) {a, ¢} , (b, c}
) . B}, o)
. >
Siz de, bir elemanly, iki elemanh ve .dort elemanh birer kiime ahp,
onlarin tiim alt kiimelerini yazinrz. @ nin kag tane alt kiimesi vardlr'?
Bir kiimenin eleman saysi ile tiim alt kiimelerinin say1s:1 arasmda bir

bagmmti bulmaya ¢absimz. (s(A)=n ise A nm 2P tane alt kiimesi oldu-

funu goriniiz.)”

{

2.12. Ornek
(A<B vé BCA) <> A=B oldugunu gosteriniz.
Coziim : Ac B'=> A nn tim elemanlar1 B dedir.

BcA => B nin elemanlann A dadur.

O halde, A ile B aym elemanlérdan olusan iki kiime olduklﬁrl icin A=B

dir. Aynca,
(A=B)=> (A wun her elemam B de ve B nin her elemam A dadhr.)
= (A<B ve BcA dr.)

2-13. O_rnek'
AcB ve B<C ise AcC oldugunu gosteriniz.

- Coziim : A<B oldugundan A pin tiim elemanlar1 B dedir. B<C
oldugu i¢in de B nin tiim elemanlar1 € dedir. Buradan, A mmn tum
elemanlarmin C nin de elemam oldugunu sdyleyebilirsiniz. (2-8. Sekil)’i
inceleyiniz. Bu duruma uygun bir de ek veriniz.
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| (2-8. Sekil)

2-3. Tanim

Bir kiimenin, varsa kendisinden farkh her alt kiimesine, bu kiime-
nin blr 6z alt kiimesi denir. ‘

Bu tanuma gore, soz gelimi, A= {a b} kumesmm tam iig tane
oz alt kiimesi vardir. Ve bunlar, {a}, {b} ve O dir.

Eleman sayisi n olan bir kiimenin 20 tane' alt Kiimesi olacaginl
sbylemistik. Bu kiimenin 22— 1 tane 6z alt kiimesi olacagim kolayca
sdyleyebilirsiniz.

2-3. Algtirmalar

1) A={0, 1, 2, 3,4} kiimesinin dért elemanh olan tiim - alt ku-
melerini yazimz.

2) A={x,y,z} ve B={a, x, z, t} kiimeleri verlhyor Hem A mn |

hem de B nin alt kiimesi olan kiimeleri yazimz.

- 3) A= {1 2} B={0,2,4} kumelerl veriliyor. A¢C ve BCC olacak.

bigimde dért elemanl bir C. kiimesi yazimz.
4) A= {0 1, 2} kiimesinin tim 6z alt kumelerml vaz1n1z

5) A—-{a,b ¢, d}, B={c, d} kumelen venllyor BCCCA k0§u-

luna uygun tiim C kiimelerini yazimz.

6) Asal sayillarmn kiimesi, tek sayllarm kumesmm blr alt kume51
midir ?

7) A={a, {b}, {b, ¢} } olduguna gore, a§agldakl énermelerin dogru
ya da yanliy oldugunu séyleyiniz.

SR b iAo feleA
d) {b, c}cA ¢) {a,b,cJEA .
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) (2-9. Sekil)’e bakarak asagidaki 6nermelerin dogru veya yanhs
olduklarim séyleyiniz. - .

a) D¢A b)CcB ¢ DB d) CcA

- | | ' m

- v _J

(2-9. Sekil)

9) Bir E diizlemi iginde bir d dogrusu giziliyor. Buna gére, asag-

‘daki 6nermelerden hangisi dogrudur. Neden ?

a) d<E  b) Ecd

2-4. Kiimelerin Birlesimi

Okulunuzun onbir kisilik futbol takimi oyunculan ile alt1 kigilik
voleybol takimi oyuncular: toplansa, bu toplantida en az kag kisi, en
¢ok kag kisi bulunabilir? Voleybol oynayan alti kisinin tiimii futbol
takiminda da oynuyorsa toplantida onbir kisi bulunur. Eger, voleybol
oynayanlardan hichbirisi futbol takiminda degilse o zaman toplantiya
tam onyedi kisinin katilacagim kolayea sbyleyebilirsiniz. Voleybol-
culardan yalmz birisi futbol oynuyorsa toplantiya kag kisi katiir? Ya
iki voleyboleu futbol oynuyorsa kag kisi katilir? Benzer yolla diisii-
nerek tiim olasiliklarda toplantiya katilacak 6grenci‘say1s1m saptayiniz.
Sonug olarak bu toplantiya en az onbir, en ¢ok da onyedl ogrencinin
katilacagm soyleyeceksmlz

2-14. ﬁrnek

A={a, c,d}, B=1{b,c,d, e} kiimeleri veriliyor. Hem A nin hem de
B nin elemanlarindan olusan kiime C olduguna gére C kiimesini yazimz.

Goziim : C= fa, b, ¢, d, e} dir. Kiimede bir elemann yalmz bir kez

yazildigini unutmayimz. A ile B nin elemanlarindan olusan bu C kii-
mesine A ile B nin birlesim kiimesi diyecegiz. ‘
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2-4. Tanmm

A ve B herhangi iki kiime olsun. Bu iki kiimenin birlesimi AU
bigiminde gosterilir ve bu kiime,

AUB={x[x€A veya x€B}

dir.

Bu tamima gore AUB kiimesi, A ile B nin tiim elemanlarmdan
" olusmaktadar. ’

 2-15. Ornek |
A={c, ¢, k, m, z}, B={a, b. c; z}
kiimeleri veriliyor. AUB ve BUA kiimelerini yazimz.
| Coziim : 2-4. Tanim geregince,
AUB={x | x€A véya x€EB}
ve, :

- BUA={x | x€B veya x€A}
dir. Buna gore, '
AUB={a,b,c, e, k, m, z}
BUA={a, b, ¢, ¢, k, m, z}
bulunur. Ne goriiyorsunuz? AUB=BUA dir, deégil mi?
(2-10. Sekil)’i inceleyiniz.

Y|
b

AUB =BUA
(210, Sekil) . |

Siz de, herhangi iki A ve B kiimesi alarak AUBl=BUA oldugunu
goriiniiz. Bu &zelige, birlesim igleminin degisme 6zeligi denir.
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2-16. Ornek

(2-11.. Sekil) de, Vdikdiirtgen ile iginden olugan kiime A, iiggen ile ‘
iginden olusan kiime de B dir. AUB kiimesini ¢iziniz. ‘

(2-11. Sekil) |  (2-12. Sekil)

Goziim : (2-12. Sekil) i inceleyiniz.
Her A ve' B kiimeleri i¢gin, AUB=BUA oldugunun ispatim géyle
'yapabiliriz. ’
Vx€EAUB <= (x€A veya x€B), (2-4. Tamm)
<> (x€B veya x€A), (V nn degisme ozeligi)
<= x€EBUA, (2-4. Tanim)
dir. Aym elemanlardan olustuklart igin, AUB=BUA dir.

2-17. Ornek

A={1,2,3} ve AUB={l, 2,4} olduguna gore, B kiimesini kag
degisik bicimde yazabiliriz. ) .

Coziim : 4€AUB ve 4€ A olduguna gore, 4€EB olmahdir. Ayrica, B
kiimesinde, A nmn elemanlarinin bulunmasinin bir sakincas1 da yoktur.
Neden ? Buna gore, {4}, {1, 4}, {2, 4}, (3, 4}, {1,2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4},
{1, 2, 3, 4} kiimelerinden herhangi biri B kiimesi olarak alinabilir. ‘

Simdi de, A={a, b, c} kiimesini ele alahm. AUA ve AU@ kiime-
lerini yazahm. Ne goriiyorsunuz? AUA=A ve AUOG=A dir, degil mi?
Bu ozeliklerin her A kiimesi i¢in dogru oldugunu nasil agiklarsmiz?
AUA kiimesinde A nm elemanlarindan bagka eleman bulunabilir mi?
Bir kiimede bir elemanin yalmz bir kez yazildigim da hatirlaymiz. @ nin
hi¢ eleman1 olmadig igin, AUQ kiimesi de yalmz A nin elemanlarmmdan
olugur, diyebilirsiniz.. .

A={1,3,5,7}, B={1,2,3,4},
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C={3,4,5,6, 8} kiimeleri veriliyor. AU (BUC) kiimesini yazmak iste-

yelim. Bunun igin 6nce, BUC={1, 2,3, 4,5, 6, 8} kiimesini buluruz.
Sonra da 1sten11en kiime,

AU (BUC)={1, 3,5, 7}U {1, 2,3, 4,5, 6, 8)= {1,2,3,4,5,6,7,8)

bigiminde bulunur (2-13. Sekil) i inceleyiniz.

(2_13. Sekil)

Siz de bu A, B, C kumelen i¢gin (AUB) UC kiimesini énce AUB yi

bulduktan sonra yazmmz ve (2-13. Sekil) dekine benzer bir Venn gemas:

. da giziniz. $imdi, AU (BUC)=(AUB) UC diyebilir misiniz? Bu ézeligin
adina, birlegim igleminin birlesme 6zeligi denir.

. Simdi, her A, B, C kiimeleri igin,
- AU(BUC)=(AUB)UC

oldugunun ispatim verelim. .
VxEAU (BUC) <> (x€AVx€ (BUC)), (2-4. Tamm)

<> (xEA\/ (xEB\/ x€EC)), (2-4. Tanim)
<> ((x€AVx€B)Vx€C), (V mn birlesme 6zeligi)
<> (x€ (AUB) y XE€C), (2-4. Tamim)
<+ x€(AUB)UC,  (2-4. Tamm)

dir, Aym elemanlardan olugtuklan i¢in,

'  AU(BUC)=(AUB)UC
dir. (Bu daelikten dolayr, AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC yanlabilir)

AV (Bud)
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24, Aligtirmalar )
) C={1,4,6,8, 12}, D={1,2,3,4},  E={4,5,6)

kiimeleri veriliyor. Asagpndaki kiimeleri yazimz.

a) CUD b) DUC ¢ EUC & DUE

2) AUB={a,b,c,d, e, f, g} ve B={a,c,e,f, g} olduguna gore

A kiimesi olarak alinabilecek en az bes tané kiime ° yazimz. Bu kiime-

lerin hepsinde de bulunma51 gereken elemanlarm adlarm soyleymlz
3) AcB olduguna gore asagidaki onermelerden hanglsl daima
dogrudur? ,
a). AUB=A b) AUB=B c) AUB—G
4) Oyle ii¢ tane A, B, C kiimeleri yazmz kl, AUB_AUC oldugu
halde, B#C olsun. ‘ v
5) A={x | x tamsay1 ve —5<x<7}
B={x | x tamsay1 ve —6<x<5}
kiimeleri veriliyor. AUB kiimesini ortak ‘ozelik ‘yontemi ilé"}“'ézimv‘z.
6) Asagidaki kiimeleri en kisa bigimde yazmli.“
a) oUo b) (AUG)UB - ‘¢) (AUB)U(QUA)
7) AUB=0 <> (A=0 ve B=0) onermesinin dogru oldugunu
ispat ediniz. - :
) Oyle, A, B, C kiimeleri yazimz ki,
AUCCcAUB oldugu halde, C¢B olsun.
9) s (A)=8, s(B)=5, s(C)=4 olmak iizere yle A, B, C kiimeleri

yazimz ki, sJAU(BUC)]=9 olsun Yazdlglmz kiimeleri Venn semas ile
gosteriniz.

10) s(AUB)<(s(A)+s(B) oldugunu. ornekler vererek gosteriniz.
s(AUB)=s(A)+s(B) olmas: igin A ile B kiimeleri hangi sart1 gergek-

lemelidir.

11) (2-14. Sekil) de I dogrusu ile I ye gore P noktasmn bulundugu
yan diizlemin olugturdugu kiime A, d ye gore P noktasimn bulundugu
yaz diizlemin olusturdugu kiime de B olsun. AUB kiimesini boyayimz.




(2-14. Sekil)

2-5. Kiimelerin Kesigimi

(2-15. Sekil)

Yukaridaki sekilde gordiigiiniiz A ve B kiimelerinin her ikisinin de
elemanlarindan olusan kiimeye C diyelim. C={b, d} dir. Neden? Bu

C kiimesine A ile B kiimelerinin kesisim kiimesi ya da arakesiti diyeceiiz.

2-5. Tamm

A ile B herhangi iki kiime olsun. Bu iki kiimenin arakesit (kesigim)
kiimesi ANB bi¢iminde gosterilir ve bu kiime,

ANB={x | x€A ve x€B}
dir. ' ‘

Bu tanima gére, ANB kiimesi, A ile B nin ortak' elemanlarmdan
olusmaktadir. Eger A ile B kiimelerinin hi¢ ortak elemam yoksa, ANB
kiimesi, bog kiime olacaktir. Béyle iki kiimeye ayrik iki kiime denir.

2-18. Ornek

A={1,3,5,7,8, 9}, B={4,5,6,17,8}, C={9, 10}
kiimeleri veriliyor. ANB, ANC, BAC. kiimelerini yazmli. |

B ile C nin hig bir ortak elemam olmadifna dikkat ediniz, O halde, B

Coziim : 2-5. Tamm geregince,
ANB={5, 7, 8}, ANC={9} ve BNC=0Q dir.

ile C aynk iki kiimedir.

2-19. Ornek
(2-16. Sekil) e gore, INd kiimesini yazimz.
Coziim : INd={P} dir. '

1

P

(2-16. Sekil)

2 20, Ornek |
(2-17. Sekil) e bakarak, ANB, BNA, ARC, CNA ve BNC ile CAB

kiimelerini yazimz.

A

‘(2_17. Sekil)

 Géziim : ANB={L, 4, 8}, BNA={1, 4, 8}, ANC={2,'5, 8}
CNA={2, 5, 8}, BNC={8, 9} ve CNB={8, 9} olarak bulunur.

Herhangi iki A ve B kiimeleri i¢in, ANB=BNA oldugunu kolayca
soyleyebilirsiniz. Su halde, kiimeler iizerindeki kesigim isleminin degisme

bzeligi vardir. Bu 6zeligin ispatim yapahm.



.

kesigimi olan kiimeyi, -
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' VxEANB <> XEAAXEB, (2-5. Tamm)
<> x€EB Ax€EA, (A nin degisme ozeligi)
<> x€BNA  (2-5. Tamm) -
Su halde, '
ANB=BNA

dir.

‘A={1, 2, 3} kiimesini ele alahm ve ANA ve ANQ kiimelerini ya-
zalm. A kiimesinin kendisi ile ortak elemanlarindan olugan kiime,
{1, 2, 3} dir. O halde, ANA=A dir. @ nin hig bir eleman: olmadifr igin
A ile ortak elemam da yoktur. Yani, AN@=® dir. Bu 6zeliklerin her
A kiimesi igin dogru olacagim gériiniiz. $imdi de, A={a, b, ¢, d, ¢, m}
B={(b,d, e, f,t} C={b,d, k, 1, t,m} kiimelerini alahm ve AN (BNC)
kiimesini yazahm. (2-18. $ekil) e bakimz.

(2-18. Sekil)

Once, BNC=b, d, t} kiimesini bulunuz. Sonra da, bunun A ile

AN(BNC)= b, 4}
bi¢iminde buluruz. ’

Siz de, bu kiimeler i¢in, (ANB)NC kiimesini yazmz. Ne goriiyor-
sunuz? : ’

AN(BNC)=(ANB)NC

dir, degil mi? Simdi bu 6zeligin her A, B, C kiimeleri i¢in dogru oldugunu

kamtlayahm. (Bu ozelige, kesisim igleminin birlesme &zeligi denir.)

dir. Su halde,
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VXEAN(BNC) <> xcA px€(BNC),  (2-5. Tamm)

' X€A A (x€B AX€EC), (2-5. Tamm)

(x€EA A x€EB) /\»XEC, (A nin birle§me ozeligi)
x€(ANB) A xEC (2-5. Tamim)

$ 444

: x€(ANB)NC (2-5. Tamm) !
AN(BNC)=(ANB)NC
dir. Bu bzelikten dolayi, AN(BNC)=(ANB)NC=ANBNC yamlabilir.

" Buraya kadar kiimeler iizerinde verilen kgsiﬁim‘ve birlegim islem-
lerini dgrendik. Simdi de, herhangi A, B, C kiimeleri igin,

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

oldugunu gésterelim. (2—19.'$ekil)i inceleyiniz.

(2-19. Sekil)

Yukarndaki gekilde, taranarak gésterilen kiimenin hem, AU(BNC)
kiimesini, hem d¢ (AUB)N(AUC) kiimesini gosterdigine dikkat ediniz.
Su halde, U igleminin, N iglemi iizerine dagilma ozeligi vardir, diye-
biliriz. ' ’ :

- Siz de, benzer biqimde bir Venn Semas1 cizerek, AN(BUC)=
(ANB)U(ANC) oldugunu yani, kiimelerde kesigsim igleminin . birlegim
iglemi uzerine dagilma 6zcligi oldugunu gosteriniz.

2-5. Algtirmalar ‘

1) A={—2, —1,0,1,2,3}, B={—1,1,2,3,5} C=(3,5,7}

olduguna gore agagidaki kiimeleri yazimz.
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a) ANB b) BNC ¢) AN(BNC)
d) (ANB)NC e) AU(BNC) f) (AUB)N(AUC)
g) AN(BUC) - h) (ANB)U(ANC,

2) A<B ise ANB=A oldugunu Venn §emas1 ¢izerek gosteriniz.

3) (2-20. Sekll) de, E diizlemi igindeki ! ve d dogrulan paraleldir.

Buna gore, agagidaki onermelerln dogru ya da yanhg olduklarini séy-
leyiniz. ~

a) IcE b)d¢E ¢) INd=0

d) IUE=E ¢) dNE=E f) IUAUE=E

d

(2-20. Sekil)

4‘) Oyle A B C kumel 1 1 k .A All 0| u ha
er yazln zZ 1, nB C d
| gll lde,

5) A={x|x tamsayr ve —3<x<4}
B={x | x tamsayr ve —1<x<6} veriliyor.

AUB kiimesini ortak &zelik yontemi ile yazimz.

6) A ve B, elemanlar: sonlu goklukta (eleman sayilan dogal sayx
olan) iki kiime olsun. Venn semasi gizerek, s s(AUB)=s(A)+s(B)—s(ANB)
oldugunu agklaymz.

7) s(A)=12, s(B) 9 ve s(AnB) =4 olduguna gébre, s(AUB) yi he-
saplaymz.

"8) 32 kisilik bir simftaki her 6grencinin ingilizce ya da almanca
dillerinden en az birini bildigi varsayilyor. Inglhzce bilenlerin says1
20, Almanca bilenlerin says1 da 17 olduguna gére bu siifta kag Ggren-
cinin her iki dili de bildigini hesaplaymiz.

63

9) Elemanlan sonlu qoklukta olan A, B, C kiimeleri igin,
s(AUBUC)=s(A)+s(B)+s(C)—s(AﬂfB)es(AnC)—s(BnC)+s(AanC)

oldugunu Venn gemas: gizerek agiklaymiz.

10) Ingilizce, Fransizca ve Almanca dillerinden en az birini bilen

bir ugakta bulunan yolcularm 6’s1 Ingilizce ve Fransizca, 5’i Fransizca

ve Almanca, 8'i Ingilizce ve Almanca, 4’ii ise her ¢ dili de biliyor.
Ayrica, ugaktaki tiim yolcularn 211 Ingilizce, 24’ Almanca ve 17 sl
Fransizca blldlgme gore ugaktaki yolcu sayisim hesaplaymiz.

2 6. Tiimleme

A={1, 3,5, 6, 7} kiimesini ele alahm. Bu kiimeye ait olan eleman-
lar1 kolayca soyleyebilirsiniz. Ornegin, 1€A, 5€A, 6€A dir. Sizden A
kiimesine ait olmayan elemanlarii olugturdugu kiimeyi yazmamz is-
tense, hepiniz de aym elemanlardan olusan kiimeyi yazabilir misiniz?

Séz gelimi 2 ¢A 8¢ A, kalem § A, silgi § A dir. Ancak, A ya ait
olmayan tiim elemanlar soyleyebilmeniz olanaksizdir. Simdi bir,

E={l,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

kiimesini alalim ve 'yaln‘lz E nin elemanlarnndan olugan kiimeleri diisii-

~ nelim. AcE dir, degil mi? (2-21. Sekil) e bakimz.

Ty,
! i

B

(2-21. Sekil)

Simdi, A kiimesine ait olmayan E nin- -elemanlarmin’ olugturdugu
kiimeyi kolayca yazabilirsiniz. Bu kiime, {2 4,8,9,10, 11, 12} kiime-

sidir.

Kiimelerle ilgili uygulamalan agikliga kavusturmak igin, onceden,
evrensel kiime denilen ve yeteri kadar elemam olan bir E kiimesini ele
alir ve ancak E nin elemanlarindan olugan kiimeleri diigiiniiriz. Boy-
lece, yazdigimiz her A kiimesi E nin bir alt kiimesi olur. Soz gelimi,
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tamsayilar kiimesini evrensel kiime olarak aldigimizda artik hep tam-

sayllardan olusan kiimelerle ‘ilgileniriz. Tamsayilarm diginda hig bir-

nesneyi eleman olarak almayiz. ‘ ‘

2-21. Urnek

E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} evrensel kiimesi ile A={2, 3,
5, 7} kiimesi veriliyor. E kiimesinin A ya ait olmayan elemanlarmmn
kiimesini yazimz. :

Coziim : (2-22. Sekil) e bakimz. E kiimesinin A ya ait olmayan

elemanlarimn  olusturdugu kiime, {0,1,4,6,8,9, 10} dir. (Bu kii-

meye A mn tiimleyeni diyecegiz ve A’ ile gosterecepiz.)

E—

2—-5. Tamm

E, evrensel kiimesi iginde bir A kiimesi verilsin. E nin A ya ait

olmayan  elemanlarmin olusturdugu kiimeye A mun tiimleyeni denir

ve bu kiime A’ ile gosterilir.

Bu tamma gére, .
| A'={x | x€EE ve x ¢A}
kiimesidir.

2-22. Ornek

|
Simfimzdaki grencilerin kiimesini evrensel kiime olarak alahm.
Smufinizdaki numaras: tek say1 olan 6grencilerin kiimesi A olduguna
gore A’ kiimesini ve AUA’ kiimesini soyleyiniz. '
Coziim : A’ kiimesi, stmfimzda numaras: tek olmayan yani numa-
rasi ¢ift olan égrencilerin kiimesidir. AUA’ kiimesini de siz soyleyiniz.

Evrensel kiimeyi istedigimiz bigimde segebiliriz. Stz gelimi, diiz-

lemsel nokta kiimelerini inceliyorsak, evrensel kiime olarak diizlemi . -

B
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‘seqeriz. Konumuz kati cisimlerin hacimlan ise bu sefer uzay1 (ii¢ bo-
H yutlu uzay1) evrensel kiime olarak segeriz. Evrensel kiime belirlendikten

sonra onun diginda eleman diigiiniilmez. Bundan béyle, E kiimesi dedi-.
gimizde onun evrensel kiime oldugu anlagilmaldir.

2-23. Ornek

E, evrensel kiime ve A herhangi bir kiime olduguna gire, agag1-
daki onermelerin dogru ya da yanhs olduklarim séyleyiniz.

a) ANA'=0 b) AUA'=E _¢) EcA

d) A'4E . e E'=0 f) 0=E

Coziim : a) Doéru‘ . b) D'ogru c) - Yanhg
d) Yanhs e) Dogru f) Dogru

2 7. Iki Kiimenin Fark: | ,
A={l1,2,3,4,5,6}, B={4, 6, 8,10}

kiimeleri verilsin. Elemanlarinin tiimii A da olan fakat:B de olmayan
kiimeyi yazalim.

A B

(2-23. Sekil)

Bu kiime, {1, 2, 3, 5} kiimesidir, degil mi? $imdi de, elemanlarimin
tiimii B de olan fakat A da olmayan kiimeyi yazahm. Bu kiime t?e
{8, '10} kiimesidir. Bu yazdifimiz kiimelerden birincisine A dan B nin
farky, ikincisine de B den A nin fark: diyecegiz.

2-6. Tanim . |
A ve B iki kiime olsun. A dan B nin farki olan kiime A\ B biqi-

minde gosterilir ve
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‘ AN\ B={x|x€A
dir. vé x¢B}
. Bu tanima gére, (2-23. Sekil) deki A ve B kiimeleri 1q1n
ANB={l1,2,3,5} ve B\A={8 10} dur.

x ¢ B=x€B’
oldugundan A\ B kiimesini,

A\ B={x|x€A ve x€B'}
bigiminde de yazabiliriz. (2-24. Sekil) de A\ B ve B \ A kiimel
erini

goriiyorsunuz.
A B E

| (2-24. Sekil)
© 2-24. Ornek

A={a, b, c, d, e, f}, B={c, ¢, k, I} ve C={l, m,
liyor. AN B, B \ A, ANC ve C

zalim.

n} kumelen veri-
\ B kiimelerini elemanlarl 11e ya-

Al 2 b

(2-25. Sekil)

Yukaridaki gekli inceleyiniz. 2-6. Tanima gore, A\ B={a, b, 4, f}

"B\ A—.{k l} A\ C=/{a, b, c,d e,f}—A ve C\B—.

gunu kolayca bulabllll‘smlz {m, n} oldu-

G e,
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Bu grmckte, ANC=0 oldugundan A\ C=A olduguna dikkat
ediniz. Burada, C \ A=C oldugunu da soyleyebilirsiniz.

Kiimeler iizerinde fark alma igleminin baz 6zelikleri agagida ve-
rilmistir. Bir E evrensel kiimesi ve onun i¢inde A, B, C kiimeleri segerek
agagndaki ozelikleri gergekleyiniz.

a) A\ A=0
b) A\ O=A
c) 9\ A=0
d) A\ B=ANB'

e) (A\ B)UB=AUB
f) (A \ B) \ C=A \ (BUC)
g) (A \ By=A'UB

| 2-17. Abstirmalar

1) Tiirkgedeki harflerin kiimesine E dlyellm A kiimesi sesli harf-
lerin kiimesi ise A’ kiimesini s6yleyiniz.

) E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12} ve A'= {136710},
B—{ 3 6,7, 11} olduguna gore, bu duruma uygun bir Venn semast
¢iziniz. A’'UB’, (ANB), (AUB)’ ve A'NB’ kiimelerini yazimz.

3) Venn semas1 gizerek, (AUB)'=A'NB’ oldugunu gésteriniz.
4) Venn gemas1 cizerek, (ANB)’ —A'UB’ oldugunu gosteruuz
5).AcB olduguna gore asagdaki onermelerden hanglsmm dogru
oldugunu séyleyiniz. _
a) A'cB’ b) B'cA
6) A=BNC olduguna gore, A’, B, C kiimeleri arasinda bir esitlik
yazimz. '

7) Ugiincii ‘-ve dérdincii arastirmalardan yararlanarak [AU(BNCY
kiimesini A’, B’, C' kiimeleri ile yazimz.
" 8) Evrensel kiime, E—{x|0<15‘ ve x tamsay1} olmak iizere,
A={3,5,8,9,11, 13, 14} ve B'—{O 1, 3, 4, 5,10, 12, 15}

kiimeleri veriliyor. Buna gére, (AUB)’, (ANB)’ ve A’ \ B kiimelerini
elemanlan ile yazmz.
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.dir.; AN B={x|x€A ve x ¢ B}

CANB={1,2,3,5} ve B\ A={8, 10} dur.

| x § B=xEB’
o oldug'undan A\ B kiimesini,

A \ B={x|x€A ve x€B’ }

gorityorsunuz.

Bu tamma goére, (2-23. Sekil) deki A ve B kiimeleri 191n

bigiminde de yazabiliriz. (2-24. Sekil) de A \\ B ve B \| A kiimelerini

A B E

| (2-24. Sekil)
2-24, Ornek

zahm.

.(2—25 Sekil)

gunu kolayca bulabilirsiniz.

] A; {a,b,¢c,d, e, f}, B={c, ¢, k, I} ve C={I, m, n} kiimeleri veri-
iyor NB,B\NA A\CveC \B kumelennl elemanlar: ile ya-

| Yukandaki gekli inceleyiniz. 2-6. Tamima gore, A\ B_{a b, d, f},
B\ A= {k l} A\ C={a, b, c,d e, f}l=A ve C\B.—.{m,n} oldu-
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Bu ornekte, ANC=0 oldugundan A\ C=A olduguna dikkat
ediniz. Burada, C N\ A=C oldugunu da soyleyebilirsiniz.
Kiimeler iizerinde fark alma igleminin baz ozelikleri agagida ve-

rilmistir. Bir E evrensel kiimesi ve onun i¢ginde A, B, C kiimeleri segerek
agagidaki ozelikleri gercekleyiniz.

a) A\ A=0
b) A\ 9=A
c) @\ A=0

d) A\ B=ANB'

¢) (A\ B)UB=AUB

f) (A \ B) \ C=A \ (BUC)
g) (A \ By=A'UB "

| 2-7. Ahgtirmalar
1) Tiirkgedeki harflerin kiimesine E dlyellm A kiimesi sesli harf-
lerin kiimesi ise A’ kiimesini soyleylmz
2) E= {0123456789101112}veA' {1,3,6,17, 10},
B={3, 6, 7,11} olduguna gore, bu duruma uygun bir Venn §emasl'
¢iziniz. A'UB’, (ANB)', (AUB)’ ve A'NB’ kiimelerini yaziniz.
3) Venn gemas gizerek, (AUB)Y =A'NB’ oldug'unu gosteriniz.
4) Venn semas: gizerek, (ANB)’ =A'UB’ oldugunu gostermlz
5). AcB olduguna gore agagndaki onermelerden hanglslnln dogru
oldugunu soyleyiniz.
a) A'cB’ b) B'cA
6) A=BNC olduguna gore, A,B,C kumelen arasmda bir esitlik
yaziniz. -
7) Ugiincii ve dérdiincii aragtirmalardan yararlanarak [AuU@BNC)
kiimesini A’, B, C’ kiimeleri ile yazimz. A
8) Evrensel kiime, E= {x|0<15 ve x tamsay1} olmak iizere,
A={3,5,8,9,11, 13 14}veB'—-{0 1, 3,4, 5,10, 12, 15}

kiimeleri veriliyor. Buna gére, (AUB), (ANB)' ve A"\ Bkumelerlm ,
elemanlan ile yazimz.
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IKINCI BOLUMLE ILGILI TESTLER

1. A= {2} kiimesi venhyor Buna gore agafndakilerden hangisi
dogrudur?

a)'s(A)=O | b) s(A)‘=l
d) s(A)=2 e) Higbiri ‘

2. A={xx" haftanm gimii} kiimesinin kaq tane 6z alt kiimesi
vardir ?

a) 7 b) 2T )47 4107 e) 127

3. A ve B kiimeleri i¢in, s(A)=12, s(B)=9, s(ANB)=5 olduguna
gore agafidakilerden hangisi s(AUB) ye esittir?-

a)15  b)14 ¢ 13 d) 16 ¢) Highiri

4. A, B, C birer kumeyl gosterdigine gore, agagidaki esitliklerden

hanglsl yan]1§t1r"
a) AU(BUC)=(BUA)UC
b) AN(BNC)=CN(ANB)
¢) AUB=ANG |
d) BU(CNA)=(BUC)N(BUA)
e) CN(AUB)=(BNC)U(CNA)

5. Asagidakilerden hangisi, “Matematik” sozcugunu olugturan
harflerin kiimesidir ?

a) {a,t, e,m,l} b) {a, 1, e,m,l,k} ¢){M,a,t,e, m,a,t, 1,k}

d) {t: M, i, a, k, e, m}, e) Higbiri

6. A ve B kiimeleri i¢in s(ANB)=s(B) olduguna gore agagdaki
onermelerden hangisi dogrudur?

a) s(A)<s(B)  b) s(A)=5(B) ¢) A<B
d) BcA e) qubiri

. (2-26. Sekll) e gore dNABC kume51 asagidakilerden hangisine
egittir ? .

a) (P} b) {T} )@ d) {A,B,C,P,T} ¢ {P, T}

(2-26. Sekﬂ)

8. Bir A kiimesinin 63 tane 6z alt kiimesi olduguna gore agagdaki-
lerden hangisi s(A) ya esittir? .
a)3 ~ b)4 c) 5 d) 6 e) T
9. A, B kiimeleri igin, s(AUB)-—l8 s(A)=10, s(B)=13 olduguna
gore asafndakilerden hangisi s(AﬂB) ye esittir?
a) 5 b) 4 c) 3 d) 2 e) 1
10. AveB kumelen i¢in s(AUB)—s(A)=s(B) olduguna gore, aga-
gidaki onermelerden hangisi dogrudur |
a) ANB=0 . b) AcB c) BCA

4 A=B ) s(A)<s(B)




UCUNCU BOLUM

BAGINTI - FONKSIYON - ISLEM

Bu béliimde, iki kiimenin kartezyen ¢arpimmi ve buna dayal
olarak bagmtiyr tamyacak ve ézel bir bagmt1 olan fonksiyon ile iglemi
goreceksiniz. Bunlar matematigin ¢ok énemli kavramlarndir.

3-1. Kartezyen Carpim

Iki kiimenin birlesimi, kesisimi ve farkmi almay: biliyorsunuz.
Simdi de iki kiimenin kartezyen ¢arpimimin nasil yapilacagim gorecegiz.
Bunun i¢in énce, bir sirali ikilinin ne oldugunu égrenelim.

Siraly Tkili

Her ilin bir trafik numaras oldugunu biliyorsunuz. 11 ismi ile onun

trafik numarasim, aralarina virgiil koyarak, bir parantez igine yazalim,
Séz gelimi (Konya, 42) ikilisi bsyle elde edilmigtir. Sizde, bir parantez
igine, aralarma virgiil koyarak isim ve soyadmz yazarak bir ikili
elde ediniz.

_ Ogretmeniniz sizden, bir parantez igerisine aralarina virgill koya-
rak, énce okul numaramzi, sonra da yasinizi yazmanz istesin. Bir ar-
kadagimzin- (143, 15) ikilisini yazdigim varsayalim. Bundan ne anlar-
smz? Arkadagmizin okul numarasmin 143, yasmm ise 15 oldugunu
degil mi? Eger arkadasiniz yanlishkla bu ikiliyi (15, 143) bi¢iminde yaz-
saydi bunun anlami ne olurdu? Okul numarasinin 15, yaginm ise 143
oldugu degil mi? Su halde, béyle bir ikilide elemanlarm yazihig sirasi
onemli olmaktadir. Simdi ikiliyi tamyalm.

3-1. Tanim

Herhangi iki x ve y elemanim (x, y) bigiminde yazarak elde edilen
(%, y) elemanina sirals ikili veya kisaca, ikili denir. x’e bu siralr ikilinin
birinci bilegeni, y’ye de ikinci bileseni denir. ‘

Bu tamima gore, ornegin, (a, b), (3, 5), (—2, 4) birer sirals ikilidir,, 7

Bir sirah ikiliyi olusturan elemanlarm yazilis sirast énemlidir. Tki siraly
ikilinin esitligini agagidaki tanimla veriyoruz.
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3-2. Tamim
(x,y) ve (u,’ v) gibi iki sirah ikilinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul x=u ve y=v olmasidir. Yani,
(x, y)=(u, v) <=> x=u ve y=V

dir. Bu tamma gére, (2, 8)#(8, 2) dir.

3-1. Ornek |
(x, 2y)=(3, 10) olduguna gére x ve y nin degerini bulunuz.

Cozitm : (x, 2y)=(3,10) <> x=3 ve 2y=10
<> x=3 ve y=5 dir.

Iki Kiimenin Kartezyen Carpim

A={1,2,3}, B={a,b} olsun. ‘Birinci biltfﬁt?ni A nmm ele}zr:am,
ikinci bileseni B nin elemam olan ikililerin kiin'le‘su%l yaz.ahmB; Blll{ l :l?e;
{1, a), (1,b), (2, a), (2, b), (3, a), (?, b)} bigimindedir. Bu kiimey
A ile B nin kartezyen ¢arpimi diyecegiz.

3-3. Tamm

A ve B herhangi iki kiime olsun. Birinci bileseni A mm, ikind_bli(lf-
seni B nin elemani olan ikililerin olugturdugu, {(x,"y)|x€A ve yEB } (111-
mesine A ile B nin kartezyen ¢arpimu denir ve bg/ kiime A x B bi¢iminde

yazilir,

Kartezyen sozciigii, iinli Fransiz matematikgisi  R. Pecartf&s
(Dekart)n (1596 — 1650) adindan gelmektedir. Dec\artes, kiimelerin
¢arpimiu kullanarak, geometriyi cebir yoluyla kurmayi basarmigtir.

3-2. Ornek ,

A={1,2,3}, B={3, 5} kiimeleri ‘veriliyor. AxB ve BxA kiimele-
rini yazimz. |

Coéziim : 3-3. Tamm geregince;

AxB={(x, y)|x€A ve y€EB} dir. $u halde,

AxB  {(L,3), (1,5), (2,3), (2,5), (3,3), (3 5) } dir. Bu kﬁn‘{e}.’l,
(3-1. Sekil) de gordiigiiniiz sema ile de belirtebiliriz. Bu §ek11 inceleyiniz.
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‘S - — 4(‘{'5—) _;(_2‘9 - 935)

3t (a3 3) _(2,3): (3,3

.o‘_' -

w;_'_

2

Y TR \

(3-1. Sekil)

Simdi de, BxA kiimesini yazahm. 3-3. Tamm geregince
BxA={(x, y)|x€B ve y€A} dir. Su halde, -
BxA={(3, 1), (3, 2), (3, 3), (5 1), (5, 2), (5, 3) } dir. Bu kumeyl

de sema ile gosterelim.
A @3 _G3)
ol (sz)+ (523
- 4 (s_zr ang
‘ 3 E
(3-2. Sekil)

Bu kiimeler igin, AxB=£BxA olduguna dikkat edlnlz O halde
kartezyen- qarplmm degisme ozeligi yoktur, diyebiliriz. ,

3-3. Ornek

A={a, b, c} olduguna gore AxA kiimesini gema 11e gosteriniz ve
bu kiimeyi yazmz.
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A
L <»=_>,_<_»=_Lgc_

b (abgl_(b I:), p)
a| G f)+ (bﬁ)l (s i)
1A

i b=
(3-3. Sekil) | o

Coziim : , -
Yukardaki gemay: inceleyiniz. $u halde,

AxA=/{(a, a), (a, b), (a, ¢), (b a), (b, b), (b, ¢), (¢, a), (c, b), ( (c, €) }
dir. Siz de herhangi iki A ve B kiimesi alarak, AxB, BxA, AxA ve BxB
kiimelerini, uygun birer gema ledlkten sonra yaziniz. Eger, (A)--n,
s(B)=m ise s(AxB)=n.m diyebilir misiniz? (s (AxB)=s(BxA) midir?

3-1. Ahstirmalar

1. x, alfabemizdeki sesli harf ve y de bu sesli harfden sonra gelen -
ilk harf olmak iizere kag tane (x,y) ikilisi yazabilirsiniz? Hepsini ya-
zZmz.

2. (2p, 4+k)=(6,7) .olduguna gore p ve k sayilarm bulunuz.
3. A={—-2,0,4}, B={c, e, b, t} kiimeleri veriliyor. Uygun birer

gema ¢izerek, AxB ve BxA kiimelerini yazmz.

4. A={x[x tamsayl ve —1<x<4} ‘B= {x[x tamsayl ve 2<x<7}

kiimeleri veriliyor. s(AxB) ve s(BxA) y'l soyleyiniz.

5. A={1, 2, 3} olsun. Ax9 kiimesini sdyleyiniz.
6. A={1,3,5,6), B={2,4}, C={1,2,3} kiimeleri veriliyor.
Ax(BUC) ve (AxB)U(AxC) kiimelerini yazimz. Ne goriiyorsunuz ?

1. Altmcl' ahgtirmada verilen A, B, C, kiimeleri igin, Ax(BNC) ve
(AxB) N (AxC) kiimelerini yazimz. Bu kiimeler egit midir?




74

3-2. Analitik Diizlem ve Bir Noktanin Koordinat:

A={—-3,—2, —1, 0,1, 2, 3} kiimesini alalm ve AxA’y1 gema ile
gosterelim. Bunun i¢in, (3—4. Sekll) de gérdiginiiz gibi, dik iki dogru-
nun kesim noktasmna “0” sayismm esleyip oteki sayllan da esit arahk-
larla yonii dikkate alarak bu dogrular iizerindeki birer noktaya esle-
‘yelim.

(3-4. Sekil) de AxA kiimesinin elemanlarma karsi gelen noktalarn

gorityorsunuz. Yatay eksen, iizerindeki noktalara karg gelen AxA nin

elemanlar, (—3, 0), (—2, 0), (—1,0), (0, 0), (1, 0), (2, 0) ve (3, 0) dur.
Diigey eksen iizerindeki noktalara karsi gelen elemanlar da, (0, —3),
(0, —2), (0, —1), (0, 0,), (0, 1), (0, 2) ve (0, 3) tiir. Neden? Oteki nok-
talara kargi gelen elemanlar da siz soyleylnlz

Simdi de tamsayilar kiimesinin kartezyen Qarplmml sema ile gos-
terelim. Tamsayilar kiimesine Z Jiyelim ZxZ={ (x, y)|x€EZ ve y€Z}
kiimesi oldugunu biliyersunuz. Birbirine dik olarak aldigimiz dogrularm
kesim noktasma O diyelim ve bunlardan yatay olanma Ox-, diigey
olanma Qy- ekseni diyelim. (3-5. Sekil) de her tamsay ikilisine diiz-
lemin bir ve yalmz bir noktasmun kargihk geldigini goriiyorsunuz.
Ox—ekseni iizerindeki ZxZ nin elemanlarinin, x bir tamsay1 olmak
iizere (x, 0) bigiminde, Oy—ekseni iizerindeki ZxZ nin elemanlarmmn da
y bir tamsay1 olmak iizere (0, y) bigiminde oldugunu gériiniiz. (0, 0)
ikilisi hangi noktaya karsihk gelmektedir?

_ lar, sayr eksenini dolduracaklan igin her reel sayr ikilisine diizlemin

smin koordinatidir, (3-5. Sekil). Bir noktaya karsihk gelen (x, y) bigi-

(3-5. Sekil)

Diizlemin baz noktalarina bir tamsay: ikilisinin kargihk gelme-
digini kolayca sbyleyebilirsiniz. Gelecek boliimlerde sayilari gérecek-
siniz. Tamsayilar kiimesini genigleterek rasyonel sayilar ve daha sonra
da rasyonel sayilan da igine alan reel sayilan elde edecegiz. Reel say:-

bir  ve yalmz bir noktasimn karsihk gelecegini ve diizlemin her nok-
tasma da bir reel say1 ikilisinin karsilik gelecegini goreceksiniz. Bir
noktaya karsihk gelen say: ikilisine o noktanin koordinatr diyecegiz.
Ornegin, bir P noktasmma karsihk gelen ikili (2, 3) ise bu ikili P nokta-

mindeki bir ikilide, birinci bilesen olan x sayisma o noktann apsisi,
ikinci bilegen olan y sayisina da o noktanm ordinati denir. Buna gore
yukarda ad1 gegen P(2, 3) noktasmin apsisi 2, ordinat1 3 tiir. :

Birbirine dik olan eksenlerden yatay olan Ox-eksenine, birinci
cksen ya da apsis ekseni, diisey olan Oy-eksenine, ikinci eksen ya da
ordinat ekseni denir. Bu iki eksenin kesim noktas: olan O noktas:
da baslangic noktasidir. Apsis ve ordinat eksenlerinden olusan bu
sisteme koordinat. sistemi ve iizerine koordinat sistemi Yerlegtirﬂmj§
diizleme de, analitik diizlem diyecegiz.

3-4. Ornek
A(1, 3), B(—2, 4)\, C(—1, --3) noktalarim analitik diizlemde gos-
terelim.

Coziim : (3-6. Sekil) i inceleyiniz.
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B8R -4
-°*!A (4.3)

‘“‘4

al .
-2 —4 X

af--oo

!

I
(—f;'3) dod.3
(3-6. Sekil)

3-5. Ornek

(3-7. Sekil) deki A, B, C, D, E, O noktalarma karg1 gelen ikilileri
sdyleyiniz. v

A
Li-=-9
. 14
~4 -3 -2 4 L %
o olte >
! okl et B
| 2 B
; =
Dé- —— —_ =%}
(3-7. Sekil)

Coziim: A(2, 2), B(3, —1), C(—2, 0), D(—2, —3), E(0, 1) ve 0(0, 0)
3-2. Ahgtu'malarv . ,
1. A(0,2), B(—4, —1), (3, —1), D(0, —2), E(—2,0), F(s, 2)

noktalarmu analitik diizlemde gdsteriniz.

2. Koseleri, A(1, 3), B(—2, 1), C(4, —1) olan iiggeni, analitik diiz-
lemde ¢iziniz. »

) 3.‘ .{&.——:{——1, 0,1} ve B={—2,0,1, 3} kiimeleri veriliyor. AxB
kiimesinin elemanlarma kars;i gelen noktalan analitik diizlemde gos-
teriniz. g :

4. Analitik diizlemde, apsisi 1 olan dért tane nokta igaretleyiniz.

7

3-3. Bagmt1 ve Ozelikleri

A={An, Koyun, Bal, Siit} kiimesi verilsin. AxA kiimesinin on alt1 -
tane elemani oldugunu kolayca sbyleyebilirsiniz. AxA nin bir alt kiimesi
olan, { (A1, Bal), (Koyun, Siit) } kiimesini alahm. Bu kiimenin elemam
olan ikililerin bilegenleri arasinda nasil bir iligki gériiyorsunuz? Armm
bal, koyunun siit verdigini soyleyebilirsiniz.
Simdi de, A=({L, 2, 3,4} ve B={l, 2,3} kiimelerini ele alahm.

(3-8. Sekil) de AxB kiimesini ve onun bir alt kiimesi olan,
.B-={(19 2), (1, 3), (2,3) }

kiimesini goriiyorsunuz.

4

n
1

1

1

)
’——-

>A

S

(3-8. Sekil)

Siz de, AxB nin herhangi bir alt kiimesini yazimz. Yazdigimz kii-

melerin her birine A’dan B’ye bir bagmmt1 diyecegiz.

3-4. Tamim | |

A ve B herhangi iki kiime olsﬁn. AxB nin bir B alt kiimesine A’dan
B’ye bir bagint1 denir. . ‘

Bu tamima gore, AxA nmn bir § alt kiimesi de A’dan A’ya bir ba-
ginudir. A’dan A’ya bir bagintiya kisaca A’da bir bagmti da diyecegiz.

B, A’dan B’ye veya‘ A’da bir bagntt olsun. (x, y)EB ise bunu, ypx
bigiminde de yazar ve “y elemam, § bagmtis ile x elemanma baghdir”

diye okuruz.
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3-6. Ornek Simdi, A’dan A’ya verilen bagimmtilarin 6zeliklerini gérecegiz.

A={a, b, ¢), B={c, d} kiimeleri veriliyor. Asagdaki kiimeierden
hangisi A’dan B’ye bir bagint1 degildir? k

B Bi={(a o) (e 0y (b Q) }

B) By={(b: s (e, b), (a ), (s, ¢)}

¢) B3={(a, b) }

d) Bs={(c, c), (b, d) }

A={a, b, ¢} olsun. A iizerinde birer baémtl olan asagdaki kiime-
leri gozoniine alalim, .

Bi={(a, a), (b, b), (e ©) }
Be={(a, a), (b, b),vv(c’ ¢), (a, ¢), (b, a) } v ;
ﬁ3={ (a, a), (¢, ¢), (b, a), (c, b) } : \

Asagidaki semalar: inceleyiniz. -

. A '
e) 95_{(3’ C), (a’ d)9 (ba C), (b9 d)v (c_s c)v (C, d) } cpr-——q-——=-0- /BC--- ﬁ Cre_-.'_-',— ﬁ
. _ e - ; v , f] ! 3
Coziim: b € B oldugu icin, (c,b)¢AxB dir. Buna gire, 8,4 AxB yani bi---e- ...; bF---+ - zb ___.i.__.l_
B2, 'A’dan B’ye bir bagimt1 degildir. (Oteki kiimelerin hepsinin de AxB nin ‘ j : '
allt kiimesi oldugunu goriiniiz.) AxB nin gemasm gizerek, bu bagmt1 ar- '+"‘ - "'4 ar- s af- l
kulpelerlnl (3-8. Sekil),deki gibi kapali egri ile belirtiniz. - 1 i | : '
o L A [ f | LA
3-7. Ornek a b c a c a b c

b
- o . (3-10. Sekil)
- .A.—, {1, 2, 3} kiimesi ve B={(x, y)|(x, y)EAxA ve x>y} kiimesi
veriliyor. §, A’da bir bagmt oudir? g y1 elemanlan ile yazmiz. AxA mn
semasim gizerek 8 y1 belirtiniz.

Bunlardan, B, ve B, de A kiimesindeki her elemanin kendisi ile
olusturdugu ikililerin tiimiiniin bulunduguna dikkat ediniz. A’min ele-
manlarm x ile gosterirsek, Vx€A igin (x, x)EB; ve (x, X)EB, dir. Boyle
bagntilara yansiyan bagmt1 diyecegiz. Ote yandan bEA oldugu halde,
(b, b)§8; oldugunu da goriiniiz. 3u sebeple, B; bagmtis1 A da yansiyan
degildir diyecegiz.

Coziim : B AxA oldugu igin B, A’da bir bagmtidir, (3-9. Sekil) i
. inceleyiniz.

il p={(2,1), (3, 1), (3, 2) } dir.

| A

3

3-5. Tanlm v _ ;

B, A’da bir bagint1 olsun. Her x€A i¢in (x, x)€EB oluyorsa 3 bagm-
tisinin yansmma §zelii vardir ya da [ yansiyan bir bagmtidir, denir.

Bu tanima gore, ornegin, A= {1, 2,3, 4} kiimgsi tizerinde verilen,
ﬁl={(19 1)7 (29 2)9 (3,_3), (.4" 4) } '
B,={ (1, 1), (2,2), (3,3), 4,4), (1,3), (4,2), (2.3)}

B3={ (1’ 1)’ (3, l)v (3, 3)v (19 3)9 (2v 2)9 (4‘7 4‘) }
bagntilarimin hepsi de yansiyan bagmtidir. Neden?

Vx€EA igin (x, x) ikilisinin bu bagmtilarmn i¢iinde de eleman oldu-
guna dikkat ediniz. B, ve B3 de AxA nm (x, x) ikililerinden farkh ele-
manlannmm da bulundugunu gériiyorsunuz. Bu ‘durum 3-5. Tamma

aykiri degildir. Simdi de, A’da yansimayan bir B, bagmmtis1 yazahm.

(3-9. Sekil)

N | Siz Vde,, yukandaki semadaki AxA kiimesinin alt kiimesi olan iig
‘ . tane bagmt1 kiimesi yazimsz. |
\
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Be={(L,1), (3, 3), (4, 4), (1, 4), (4, 1) } bagmtis1 A’da yansimaz.

Giinkii, 2€EA oldugu halde, (2, 2)¢B4 tiir. Siz de A’da yanSImayan “bir
bagmmt1 yazimz. .

Yukarida yaidlglmlz B, bagmtisinda, (1, 4)€ER, ve (4, 1)EBR, tiir.
Her (x, y)€B4 igin (y, x)€B, diyebiliriz, degil mi? Asagidaki tamm oku-
yunuz. :

3—6 Tanim

B, A’da bir bagint1 olsun. Her (x, y)EB 1qm (¥, x)EB oluyorsa B ba-

gmtlsmln simetri 6zeligi vardir, ya da § simetrik bir bagmtidir, demr

3 8. Ornek

A={a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde verilen agagidaki bagmmtilardan
simetrik olmayan varsa soyleyiniz.

a) B;={(a, a), (b, b) }
b) B,={(a, a), (b, b), (c, ¢), (d, d) }
¢) Bs={(a, a), (a, b), (b, d), (b, a), (d, b) }
d) By={(b, b), (b, ¢), (d, a), (a, d) }
Coziim : B, bagmuisi simetriktir. Giinkii, (a, a)€B, olmasi, (x, y)EB,
iken (y, x)€B, sartim gergekler. Yine, (b, b)EB, olmas1 da bu sarta uy-
gundur. B, bagmtis1 simetrik degildir, giinkii, (b, c)€B, oldugu halde,

(c, b)§B, diir. B, ve By bagmulan simetriktir. Neden ? (3—6. Tammu ha-
tirlaymiz), Bunlardan $, bagmtismin aym zamanda yansiyan oldugunu

da goriiniiz. Siz de yukarida verilen A kiimesi tzerinde simetrik olan

bagintilar yazimz. Simdi, ters simetrik bagmtmn tammim verelim.

3-7. Tamm
~ B, A’da bir bagmt1 olsun. Her x, y€A ve x#y i¢in (x, y) ile (y, x)
ikililerinden en gok biri § nin elemam ise ya da, her x, yEA igin,
((x Y)€B ve (3> X)€B) = x=y

oluyorsa, 3 bagmtisinin ters—simetri ozeligi vardir, ya da ters—simetrik
bir bagmtldlr denir.

A={1, 2, 3} kiimesi iizerinde veﬁlen agagidaki bagmtilarin ters—
simetrik olup olmadigmi séyleyiniz. -
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a) B={(L 1), (1,2), (3,2}

b) B,={(2,3), (1, 3), (2,3), 3, 1) }

¢) B={(L, 1), (2, 2), (3,3) }

d) B={(, 1) 1, 1), (2,2), (1, 2) }

Coziim : B, ve By bagmtilan 3-7. Tamma uygundur. Su halde,
bunlér ters-simetriktirler. B, bagmtis1 ters simetrik degildir. Giinkii,
13 oldugu halde hem (1, 3)€B, ve hem de (3, 1)EB, dir. Bu durum
3-7. tamma aykindir. §, bagmus aym zamanda simetrik degildir.

Neden? (2, 3)€E52 oldugu halde, (3, 2) ¢ B, oldugunu gériiniiz. B, ba-
gntis1 ise ters-simetrik deglldlr fakat 51metr1kt1r Neden?

(3-11. Sekll) deki §emalarla verilen baglntllarm, buraya kadar
ogrendlgmlz bzeliklere sahip olup olmadiklari beraberce yaz11m1§t1r,

bu gekli inceleyiniz.

A

F—— - —— 9 —
1
1 1 ’i
e - = = +
1
! 1
- — -* —-—-
| l !
L 1 A
B, » yansiyan, simetrik ve B, , yansiyan ve simetriktir,
ters simetriktir. . ' ‘ ters-simetri ézeligi yoktur.

- —p-— -1
1

B, » ters simetriktir, yansima 8, » yansiyan ve ters-simetriktir,
ve simetri Ozelikleri yoktur. simetri dzeligi yoktur.

(3-11.. Sekil)
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3-10. Ornek
- A={0,1,2,5,6} kiimesi iizerinde, p={ (x,‘y)lx, 'y yi béler}

- bagmus: veriliyor. Bu baginttyr liste yéntemi ile yazalm. Yansima,

simetri ve ters-simetri Gzeliklerinin olup olmadigim soyleyelim.

Goziim : B={ (1, 1), (2, 2), (5, 5, (6, 6), (1, 2), (1, 5), (1, 6), (2, 6) }

oldugunu kolayca bulabilirsiniz. (ikililerin herbirinde birinci elemanin
ikinciyi béldigiine ve bu 6zeligi gergekleyen bagka bir ikili olmadigina
dikkat ediniz.) 0EA oldugu halde (0, 0) ¢B oldugundan Bxim yansima
dzeligi yoktur. (Eger, 04A olsaydi o zaman B yansiyan bir bagnti
olurdu, degil mi?) Sézgelimi, (1, 2)€EB fakat (2, 1)¢B oldugundan B si-
metrik degildir. Ayrica, ters-simetri tammmi gergekledigi igin B ters—
simetrik bir bagmtidir.

Kolaylik i¢in “x, y.yi béler” tiimcesini “x|y”” bigiminde yazacagz.

Buna gére, agagidaki 6rnekte, “x|y?” yi “x béler y?” diye okuruz.

3-11. Ornek ‘
A={2, 3, 4, 6} kiimesi iizerinde, B={(x, y)| x|y?} bagmmtis1 veri-

~ liyor. § y liste yiihtemj ile yazip 6zeliklerini soyleyelim.

A
6

(3-12. Sekil) de B bagmtisini goriiyorsunuz. Buna gore,

B={(2,2),(3,3),(4,4),(6,6),(2,4), (2,6), (3, 6), (4, 2) } dir:
B nn yansiyan bir bagnt: oldugunu kelayca soyleyebilirsiniz. 8 nin hem
simetrik olmadifin1 hem de ters-simetrik olmadigim gorebildiniz mi?
Gergekten, (2, 6)ER fakat (6, 2) ¢ f olmasi § nm simetrik olmadigim -
séylememize yeter. Bununv gibi, (2, 4)€B ve (4, 2)ER olmas1 nedeniyle "
de B ters—simetrik degildir diyebiliriz.
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$imdi de gegisken bagntiyr gorelim. Séz gelimi, Erol, Cengiz’in
agabeyi ve Cengiz de Caner’in agabeyi ise Erol, Caner’in de agabeyidir,
deriz. Su halde, insanlar kiimesi iizerinde verilen, agabey olma bagm-
tisinin gegigme Ozeligi vardir. Gegisken bagmtinm tammm asagida
bulacaksimz. ‘ :

3-8. Tamm »

8, A’da bir bagmt1 olsun. .

V[ (x, Y)EB ve (v, 2)€B] isin (x, z)EB oluyorsa, B bagintismn ge-
¢isme ozeligi vardir veya {8 gegisken bir bagmtidir, denir.

3-12. Ornek

A = {1, 2, 3, 4} kiimesi iizerinden verilen, -

B = {(1’ 1), (1, 3) (2, 4) (3, 4), (1, 4‘)} ‘

By = {(2, 3), (3, 1), (4, 4‘)}
bagintilarinin gegisken olup olmadigim séyleyiniz.

© Coziim : ‘

1, 326(31 ve (3, 4)€R, iken (1, 4)ER, dir. Yine,

(1, 1)ER, ve (1, 3)€B, iken (1, 3)ER, ve

(1, 1)€B, ve (1, 4)€R, iken (I, 4)ER, , : ’
diyebiliriz. 8, de yukandaki bigimde aragtirilacak baska eleman gifti
kalmadig1 i¢in 8, bagmtis1 gegigkendir. Simdi, B, bagmtisina gegelim.

/_\ ‘ ' b W - . s

(2, 3)EB, ve (3, 1)ER, oldugu halde (2, 1)¢B2 oldugunu goriiniiz.
Su halde, 8, gegigken bir bagint1 degildir.

3-13. Ornek

A={0, 1, 2, 3} kiimesi iizerinde verilen,

B={(x, y)Ix, yEA ve x<y}
bagintisinin gegigsken olup olmadigim séyleyiniz.

Coziim : Once B y1 liste yontemi ile yazahm.

B-={(O’ 1)’ (0’ 2)’ (O’ 3), (1, 2), (19 3), (2, 3)}
dir. :




(0, 1)EB ve (1, 2)€B iken (0, 2)EB dur.
(0, 1)EB ve (1, 3)€R iken (0, 3)ER dir.
(0,2)€B ve (2, 3)€B iken (0, 3)€B dr.
(1, 2)€8 ve (2, 3)€B iken (1, 3)EB dur.
Su halde, § gegisken bir bagmtidir.

-3-3. Aligtirmalar

1. Asagida verilen bagintilarin tammlandiklan kiime iginde, yan-

slma, simetri, ters—51metr1 ve. gegisme ozehklen olup olmadifim arag- |

tirmiz.

a) Dogrular kiimesi iizerinde paralellik baémhm,

b) Dogrular kiimesi iizerinde diklik bagintis,

c) Tamsayllar kiimesi iizerinde < (kiigitk veya esit olma) bagmuis,
d) Ucgenler kiimesi iizerinde benzerlik bagmmtis1.

2. A={0, 1, 2, 3, 4} kiimesi veriliyor. Bu kiime iizerinde agagnda
verilen bagintilarin, yansima, simetri, ters—simetri ve gecisme ozelikle-
rinin olup olmadigim séyleyiniz.

a) B,={(0,0), (1,1), (2,2), (3,3) }
b) B;={(0,0, (1,1), (2,2), (3, 3), (4, 4), (1, 4), (4,1)}
©) B:={(0,2), (2,0), (0,3), (3, 1) }
&) B={(3,2), (2 3), (3.4), (4, 3) )

3. A= {a, b, ¢, d} kiimesi uzermde agaglda verllen koqullara uygun
olan birer bagint1 yazz.

a) Yarsiyan ve Simetrik.

b) Simetrik degil ve ters-simetrik degil.

¢) Simetrik fakat gegisken degil.

d) Ters-simetrik fakat gegisken degil.

e) Yansiyan, simetrik, ters-simetrik ve gegisken.

4. Tamsayilar kiimesi lizerinde verilen agagidaki bagmtilar, yan-

sima, simetri, ters—simetri ve ge(;1§me ozeliklerinin olup olmadigim
aragtiriniz.
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a) B, = {(x,y)| x—y=0}
~b) By= {(x¥)| x<y}

o) By= {(x¥) xly}

d) By = {(x,y)| x*+y>=I13}
e) By= { (x, ¥ x2=y?}

5. A kiimesi iizerinde bir § bagmtis1 venldlgmde eger, (x, y)EB ise

bunu, x den y ye giden yonlii bir ¢izgi ile gosterelim. Ornegin, (3, 4)€B
ve (2, 2)EB ise¢ bunu (3-13. Sekil) de goriildiigii gibi ¢izelim.

™

(3-13. §ekil)

e

Buna gore, A= {O, 1,2,3, 4,5} kiimesi iizerinde verilen bir 8 ba-
gmtis1 (3-14. Sekil) de belirtilmigtir. Bu  bagmtisim liste yontemi ile

- yazimiz. Yansima, simetri, ters-simetri ve gecigme ozelikleri olup olma-

digim sdyleyiniz.

- (3-14. Sekil) :

3-4. Denkllk ve Siralama Bagmtilar

Elemanlan bagmtllar olan bir kiime diigiiniiniiz. Bu kiimenin ele-
manlarindan bazilarimi sahip olduklan ozeliklere gore adlandiracagz.
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‘Denklik Bagintis1

Insanlar kiimesi iizerinde, esit yasta olma bagmtismu ele alalm.
Bu bagmtinin yansima, simetri.ve gegisme ozelikleri oldugunu kolayca

soyleyebilirsiniz. Bunun gibi iiggenler kiimesi iizerinde benzerlik bagn-

tistm1 diisiinelim. (Kargihkh aglar1 es ve karsihkh kenarlar orantih
olan ii¢genlere, benzer iiggenler denir.) Her iiggen kendisine benzer

. oldugundan bu bagmtmm yanSIma “ozeligi vardir.” Eger A%C iiggeni
‘DEF iicgenine benzer ise DEF iiggeni de A%C uggenme benzerdir. Su
halde, bu bagmtmm ‘SIQmetrx ozeligi de vardlr Yine, ABC uggenl DEF
tiggenine benzer ve DEF ii¢geni de PAR iiggenine benzer ise ABC iig-
geni P?R iiggenine benzerdlr, diyebilirsiniz. O halde, bu bagmtinn

gegisme oOzeligi de vardir. Siz de, yansima, simetri ve gegisme ozelikleri
olan bagka bagmular sdyleyiniz. Béyle bagmntilara, denklik bagmmtisi
diyecegiz.

3-9. Tamm

Bir A kumesl uzermde venlen bir § bagmtisinin yansima, simetri

ve gecisme Ozelikleri varsa B ya A iizerinde bir denklik bagintis1 denir.

Bir denklik bagintisi ile birbirine bagll olan iki elemana da birbirine
denktirler denir.

3-14. Ornek
A={0,1,2,3,4,5,6,7 8,9, 10, 11, 12}
kiimesi iizerinde verilen,

B={(x ) 3x—v}
bagmtism gbzoniine alahm. Ornegin, (11, 2)€EB dir. Neden? (11—2 nin

3 ile boliindiigiini kgﬁrii,niiz.) Siz de, £ nin elemam olan dért tane ikili

soyleyiniz.
Simdi, bu f bagmtisinin yansima, simetri ve gegisme ozelikleri ol-
dugunu ispat edelim.

a) Vx€A i¢in, x—x=0 dir. Sifir, 3 ile bolundugu igin, (x, x)ER dir.
Su halde, P nin yansima &zeligi vardir.

) (x, y)EB i¢in, x—y, 3 ile boliiniir, yani, k bir ‘tamsayl‘olmak.

iizere “x—y=3 k”dir. Buradan, y—x=3 (—k) yazabiliriz. k bir tamsay1
oldugu i¢in —k da bir tamsayidir. O halde, y—x de 3 ile béliiniir. Yani,

(y, x)EB dir. Boylece, B bagmtisinin simetri ozeligi de vardir, diye- /

biliriz.

c) B nmn gegisme ozeligi de vardir. Giinkii,

(x, y)EB = x—y=3k; , (k, bir tam sayidir.)
(y, 2)€B => ,y—z=3k, , (kg bir tam sayidir.) .
- x—2=3 (k;+ky)
ko ,
x—z=3k, (k, bir tamsayidir.) Neden?

Buradan, (x, z)€R yézahiliriz.

Yansima, simetri ve gegigme &zelikleri .oldugu igin B bir denklik
bagmtisidir. Ornegin, (1, 4)€ﬁ dir. Yani, farklan 3 ile bélinebilme ba-

- gmuisma gore 1 tamsayis1 4’ denktir. Bunu, 1=4 (mod 3) bigiminde
de yazanz ve “3 modiiliine gore 1 denktir 4 diye okuruz. Bunun gibi:

7=4 (mod 3) ve 2=5 (mod 3) oldugunu da séyleyebiliriz. A kiimesinin
birbirine denk olan elemanlarimn olusturdugu kiimeleri yazalim. Bunlar,

A=1{0, 3, 6, 9, 12}
A={1, 4,7, 10}
A,={2, 5, 8, 11} o
kiimeleridir. Bu kiimelerin her birine, § nin A dan ayirdig1 bir denklik

“sufi denir. (3-15. Sekil) de bu denklik sumflarmu goriiyorsunuz.

(3-15. sekil)

3-10. Tanim

B, Ada bir denklik Bagmtlsl olsun. Herhangi bir x€A ya 8 bagmtis1
ile bagll olan ‘A mn tim y elemanlarmm kiimesine X’in denklik sm1f1 '
denir ve X ile gosterilir.

Bu tamma gore, B, A da bir denklik bagmtm olmak iizere,




‘ d.ir..
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| z={y| (x,y)€p}
dir. Buna gére, 6rnegin, (3-15. Sekil) deki denklik suniflarm,

0={0, 3, 6, 9, 12}
1={1, 4, 7, 10}
2={2, 5, 8, 11}

bigiminde gosterebiliriz. (Bu simflara 3%in kalan smiflar da demr)
Bu denklik smiflarinm herbirinden B igin ‘ka¢ tane eleman olugtugunu
hesaplayabiliriz. Once, (x , y)€B ise x=y (mod 3) oldugunu hatlrlaymm-
Bunun karsitt da dogrudur. Oyleyse,

, (x,y)ER <= x ile y aym denldlk smifinn elemamdlr
diyebiliriz. :

0=1{0, 3, 6, 9, 12} oldugundan 0 dan B igin olusan eleman sayisini
hesaplayahm. (3-16. Sekﬂ) i inceleyiniz.
oXo
L S S
. i | ; ' [}
SR NS S U
} T B 1
o
L
| .
b
I ! : t I
B S SO S O O §
i Pt 1 !

'(3-16. Sekil) L é é . ;____}2_5_

Yukandaki gekilde gordugunuz 0x0 mn her elemanl B nmim bir ele-
mamdir, degxl mi ?

Ol

w O v

B(0x0)=s(0).8(0):--”5.5::»25
dir. Bunun gibi, i ’
s(1xD)=s(1).5(1)=4.4=16
ve ' :

' 5(2x2)=5(2).5(2)=4.4=16 -
bulunur. Buna gére, .
- 8(8)=25+16-+16=57

3-15. ﬁrngk‘ :
A={0, 1, 2,3, 4, .. ;}‘kiimesi iizerinde verilen,
p={(x, y)lx—y, 2 il boliiniir}

v bagmusmmn bir denklik bagmntis: oldugunu gosteriniz ve bu bagmtnm
olugturdugu denklik simflarmi yazimaz.

Coziim : B nin bir denklik bagmtis1 oldugunu, 3-14. Omektekl gibi
gostereblhrsmlz Bu, 8 bagmtlm iki tane denkhk suufl olu§tufur Bunlar,

0{0246 b 1{1357 ..} dir.

3-4. Ahgtirmalar
1) A= {’x]x"'tam;sayi ve 0<x<25} kiimesi iizerinde,
' B={ (%, y)ly—x, 4 ile boliiniir}

bagmus veriliyor. B nm bir denklik bagmtist oldugunu gostermlz o
ve A dan olusturdugu denklik smiflarim yazmlz

) x=y. (mod 2) ve u=y (mod 2) oldugu veriliyor.
x—|—u__y—|—v (mod 2)
oldugunu . ispatliaymlz. .
3) Bir diizlem igindeki dogrulann kiimesine A diyelim. A iizerinde
verilen ¢iki dogrunun paralel veya gakigk olma” bagmtisinn bir

denklik bagimtisi oldugunu gosteriniz. Bu bagmtmmn belirttigi denklik
smlflarlnu.;. her. blrlndekl elemanlarm ortak 6zeligi nedir?

) A={l, 2 3} kume51 iizerinde iki tane denklik bagmtlsml ele-

. manlarl ile yazmz.,

) A={a, b, ¢} ve B={a, b} kiimeleri veriliyor. A iizerinde veri-
len bll‘ denkl}k bagintis1 B iizerindé de bir denklik bagmntisi olabilir mi?
Cevabuuzn aglklaylmz :

) A={l, 2,'3, 4} ve B_{l 2, 3} kiimeleri veriliyor. B iize-
nnde venlen bir denklik bagmtis;, A uzermde de bir denklik bag1nt1s1
olabilir mi? Cevabmizi agiklayiniz.

7) Insanlar kiimesi iizerinde, biri digerine kan verebilme bagmtlsl
bir denklik bagintis1 deglldlr Neden? (Yol: Kan gruplarim ve ozelikle-
rini ogrenerek bu sorunun cevabini veriniz.) :

8) B, A da bir denklik baglntm olsun.

‘ @2— {(y» ®)I(x, 3 )Eﬁl}
bagintismm A da bir denklik bagintis1 oldugunu ispatlaymz.
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Siralama Bagintis:

Elemanlar kiimeler olan bir E kiimesi uzerlnde, [3— {(A, B)IACB}

bagmtisim du§u11“llm
a) Her, A€ i¢in, ACA dir. (B mn yansima ozeligi var.)
b) (A=B ve BcA) => A=B dir. (8 nn ters-simetri ézeligi var)
‘ c¢) A<B ve BcC ise A=C dir. (8 nm geqi§me ozeligi var.)"

Béylece, B bagintisinin, .yansima, ters—simetri ve geqn@nﬁe ozelik-
leri olduunu belirtmis oluyoruz. Insanlar kiimesi iizerinde, birinin
otekine kan verebilme bagmtismin da aym ézelikleri oldugunu agikla-
y1mz Boyle bagmtilara, siralama bagmus diyecegiz.

3-11. Tamm , | B o

'Bir A kiimesindeki bir B bagmtisiin, yansima, ters-simetri ve
gegisme ozellklerl varsa bu bagmnya, siralama baglntlm denir.

3-16. ‘Ornek

A= {l 2, 3} kiimesi iizerinde, f= {(x, y)x<y} bagntia1 verilsin.
Bu bagmtinm bir siralama bagintisa oldugunu gosteriniz, -

Céziim : Once, 8 y1 liste yontemi ile yazallm.

B={(1,1), (2,2), (3,3), (1, 2), (1,3), (2, 3)} dir. Vx€A ‘lqm

(x, x)EB oldugunu gériiyorsunuz. Su halde, 8 yansiyan bir bagmtidir.’

Ayrica, burada (1, 2)€B ve (2, 1) § 8, (1, 3)ER ve 3,1) ¢ 8,2, 3)EB ve

3,2 ¢ oldugu i¢in B min ters-simetri 6zeligi de vardir. 8 mm gecigme

6zeligi oldugunu da siz gostenmz Su halde B, bir siralama bagimtisidar.

Siz de, bir A kiimesi behrterek bunun iizerinde yan51ma, ters—si-
metri ve gegisme Ozelikleri olan bagmtilar yazmiz. Bunlarin her biri

siralama bagmtisidir. Degil mi?

(317 $jel;il)

9

A={a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde verilen bir § bagintis1 (3-17. Sekil)
ile belirtilmistir. 8 y1 liste yontemi ile yazimz. 3 bir siralama bagmtisi
degildir, neden? :

3-5. Ahqtn-malar

1) A={2, 3, 5, 6} kiimesi iizerinde, 8= { (x, y)|x<y} bag1nt1s1 ve-
riliyor. £ y1 liste yontemi ile yazimz ve (8 mn bir siralama bagmtis1 ol-
dugunu gosteriniz.

2) A=1{2, 3,4, 6} kiimesi uzermde verilen, B {(x, y)] x|y} bagm-
tistnn bir siralama bagmtm oldugunu gésteriniz ve § y1, elemanlan ile

yazmlz

3) A={0, 2, 3, 4, 6} kiimesi iizerinde verilen, § = {(x, y)| x|y} ba-
gntis1 bir siralama bagintis1 midir? Neden? § yr elemanlan ile yazimz.

4) By, A kiimesi iizerinde bir siralama bégmtlm olarak vériliyor '
Ayrica, Y(x, y)€B, i¢in (y, x)EB, olmak iizere A iizerinde bir , bagmtis1
daha tammlamyor. §, nin de A iizerinde bir siralama bagmtist oldu-

gunu ispatlaymiz.

5) 8, A da bir siralama bagmtis1 ve B<C olduguna gore, 3 nin B de
bir siralama bagintisi olamuyacagim agiklayimz.

6) B, A da bir siralama bagmtis1 ve. Ac B olduguna gére, §, B de
bir siralama bagmtisi olur mu? Cevabmz agiklayimz.

3-5. Fonksiyon

Okulunuzdan yirmi kisilik bir izci grubunun yakin bir kéyii ziyaret '
ettigini ve geceyi koyde gegireceklerini varsayahm. Kéyde otuz tane ev
bulunsun. Bu durumda, kéydeki baz evlerde izcilerin kalamlyacaklan
aqiktir. Baz1 evlerde ise birden fazla izci kalabilir. Izcilerin kiimesine
A, kéydeki evlerin kiimesine de B diyelim. Burada, A nn elemanlan ile
B nin elemanlan arasmda bir esleme yapilmaktadir. A mn her eleman1
B nin yalmz bir elemam ile e§lenmekte, B nin bir eleman1 ise A nm bir
veya birden fazla elemam ile eslenmekte veya hig eslenmemektedir.

A= {Ankara, Istanbul, Samsun, Konya}
ve ’ :

B={06, 34, 42, 55}
olsun, A’nmm her elemanm B’deki kendi traflk numarasma egleyen ba-
gmtiy1 sema ile gosterelim. (3-18. Sekil) i inceleyiniz.
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Ahk.ai )

lstanbul

(3-18. Sekil)

Simdi de, A= {Mehmet, Nuray, Sedat, Ender, Barkin} kﬁmesﬁi
alahm. Haftamn giinlerinin kiimesi de B olsun. A’min her elemamm
dogdugu gune esleyen agagidaki sekli ¢izelim.

B

® Pazartesi
e Sali
~e(arsamba

> . Persembe |
oCuma

® Cumartesi
ofazar

(3-19. Sekil)

Yukandakl gekilde Mehmet ve Sedat’in aym giinde dogduklan.

anlasiliyor. Burada, A’nin her elemanmin B’nin bir tek ‘elemam ile eg-
lendigine ve B’nin bazn elemanlarinin ise A’nin hlgbn‘ elemam ie e§-
lenmedigine dikkat ediniz.

Buraya kadar verdigimiz 6rneklerle, 6zel bir bagmti olan fonksi-
yonu tamtmaya ¢ahgtik. Simdi fonksiyonu, tammlayallm.
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3-12. Tanm.
f, A dan B ye bir bagint1 olsun: Eger,
a) Vx€A igin Jy€EB varsa dyle ki (x, y)€f

ve,

b) Vx€EA ve y, zEB i¢in,
((x, Y)Ef ve (x, z)Ef) => y=z
oluyorsa f bagantisina A dan B ye bir fonksiyon denir, ve;
f: A—»B veya A>B
bigimlerinde gbstérilii A ya fonksiybnun tanim  kiimesi, B ye -
deger kiimesi denir. A tamm kiimesinin eslestigi B deger kiimesinin

elemanlarimn olugturdugu kiimeye de A nin gorintii kumem denir ve
f(A) ile gostenlu' ‘ :

- Bu tamma gore; T, A dan B ye bir fonksiyon ise, f(A)= {yl(x, y)€Ef}
kiimesidir. (3-20. Sekil) de A dan B ye verilmis bir { fonksiyonunu go-
riiyorsunuz. (f nin 3-12. Tammindaki kosullan gergekledigine dikkat
ediniz.) Burada f(A)={0, 1, 4} diir, degil mi? ,

A-——f———>B

(320, selul)

3 17. Ornek
A={1,2,3,4,5} ve B={2, 4, 6, 8, 10, 12} kiimeleri veriliyor.

f: A>B ve f={(x, y)ly=2x, x€A, y€B} bagmtisinn gemasm1
giziniz. ’ yi elemanlan ile yazmz. Bu bagmu bir fonksiyon mudur?
Cevabmuz1 agiklaymz.

Coziim : (3—21. Sekil) i inceleyiniz.




f={(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8), (5, 6) } dll‘ A nm her elemamnln
f ile B’nin yalmz bir elemanina eslendigini gériiyorsunuz. Su halde, f,

A’dan B’ye bir fonksiyondur. Burada, f(A)=B olduguna da dikkat
ediniz.

Yukanida, (1, 2)Ef oldugunu goriiyorsunuz. Bunu, f(1)=2 blql-

minde yazacagiz. Bunun gibi, f(2)=4, f(3) 8 ve f(5)=10 dur. Genel,

olarak, f bir fonksiyon ve (x, y)€f ise x’in f fonksiyonu ile elde edilen
goriintiisii y’d.lr, deriz ve y=f(x) bl(;lmmde yazanz.

3-18. Ornek
Agagldakl gibi basit bn' makma dugunehm

\J,/

\y=2x+1

(3-22." Sekil) ] \L\ |

Bu makina, kendlsme atilan her tamsaymln iki katinm bir fazla-
sini versin. Makmaya 3 atarsamz hangl saylyl ahrsimz ? Makinaya atilan

her x say1simi, makinadan ¢ikan y say151 ile egleyellm Elde edilen kii-
meye f diyelim. Bu kiime,

f={(x, y)[x tamsay: ve y=2x-}—1} .

- kiimesidir. f, tamsayilardan tamsayilara bir fonksiyondur. Neden ?
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A={l, 2, 3, 4} kiimesinin elemanlarmu makinaya atarsak; maki-
nadan alman sayilann kiimesi, B={3, 5, 7, 9} olur. A§ag1dak1 §emada
A’dan B’ye f fonkmyonunu goriiyorsunuz.

{eo-
2e
3e ,
4o )

319, Ornek (323, Sekil)

A={a,b,c,d}, B={1,2,3, 4} kiimeleri veriiiyor Asagdaki ba-
gmularm her birinin A’dan B’ye bir fonksiyon olup olmadigim soyle-
yiniz. Nedenlerini agiklaymz.

a) f = {(a, 3), (b, 1), (c, 3), (d, 4) }

b) g = {(a 1), (b,2), (¢, 3) }

) h = {(a,2), (b,2), (¢, 2), (4, 2) }

ld) k = {(a, 2), (a, 3), (b, 1), (c, 4), (d, 4) }

Céziim : Once, bu bagmtilarm semalarm gizelim.

9
ae . e]
be “:.2
Ce >e3
de ol

(3-24. Sekil)




i

[
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f ve h, A’dan B’ye bir fonksiyondur. Ciinkii, her ikisinde de A’nm

 her elemam B’nin yalmz bir eleman ile eslenmektedir. $imdi g bagm-

tisma dikkat ediniz. d€A oldugu halde, d’nin B’deki higbir elemanla
eslenmedigini gériiyorsunuz. Bu durum, fonksiyon tammma aykindir.
Su halde, g, A’dan B’ye bir fonksiyon degildir. k da A’dan B’ye bir

. fonksiyon degildir. Ciinkii, A’nin a elemam B’nin birden fazla eleman:

ile eglenmigtir. ' :
Siz de yukardaki A ve B kiimelerini alarak §ema iizerinde gegitli
fonksiyonlar belirtiniz.
' 3-6. Fonksiyon Tiirleri

Agagrda dort gesit fonksiyon gériiyorsunuz. Bu fonksiyonlarm
tiirleri,. semalarm altina yazilmistir. Bunlan .dikkatle inceleyiniz ve
sonra, agagidaki tamm okuyunusz. S

Bire-bir, drten.

h
"

Bire-bir- degil, Grten degil (igine).
(3-25. Sekil)

Bire-bir degil, drten.

Bir fonksiyonun bire-bir olmas: ile rten olmasimin ne anlama gel-
digini sezebildiniz, mi? $imdi bunlar: tammlayalm.
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3-13. Tanim v

| fiA>B bir fonksiyon olsun.
a) Vx;, x,€A igin, .
o X, 7%y => f(xl)#f(xz)

éluyorsa f ye bifé—bir fonksiyon denir. (Bagka bir ‘deyigle, A tamm.
kiimesinin her farkh iki elemaninn goriintiileri farkh ise f bire-bir
fonksiyondur.) ’ ‘ o

b) VyEB igin Ix€EA varsa oyle ki, y=f(x) oluyorsa f ye orten

fonksiyon denir. (Bagka bir deyisle, f(A)=B ise f orten fonksiyondur.)

Bir gerektirmenin karsit-tersinin kendisine egdeger oldugunu bil.i-
yorsunuz. Oyleyse, yukaridaki tammn (a) kismindaki gerektirmemn
karsit—tersini yaparak, ' :

Cf: A—B bir fon.ksiyon olsun. in, x,€A igin,
B fx)=1(x,) => x=x,
oluyorsa f bire-bir fonksiyondur, diyebilirsiniz.

© 3-20. Ornek | o ; .
A={1,2,3,4} ve B={2,5,8,11,12} kiimeleri ve f:A—B,
f : x—»3x—1 fonksiyonu veriliyor. f nin ‘bire-bir olup olmadifxm ve
orten olup olmadigim belirtiniz. ’
" Céziim : f(x)=3x—1 veriliyor.
- x=1 igin, f(1)=3.1—1=2
x=2 igin, f(2)=3.2—1=5
x=3 i¢in, f(3)=3.3—1=8
x=4 igin, f(4)=3.4—1=11
bulunur. Simdi; agafndaki semay: g¢izelim.

(3-26. Sekil)
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A tamm kiimesinin farkh elemanlarmm goriintiileri farkh oldugu
igin f bire-bir fonksiyondur. f(A)= {2, 5,8, 11} dir. 12€B oldugu halde
12 ¢ f(A) oldugunu goriiyorsunuz. f(A), B nin bir 6z alt kiimesi oldu-
fundan f 6rten degildir. Orten olmayan fonksiyona kisaca igine fonk-
siyon diyecegiz. Oyleyse, f bire-bir ve igine bir fonksiyondur. Bu f fonk-
siyonunun eleman sayisi ile A kiimesinin eleman sayisim kér§1la§t1rm1z,

ne goriiyorsunuz? Sonlu bir A kiimesinden B ye verilen f fonksiyonu

igin s(f)=s(A) olacagma dikkat ediniz.
Birim Fonksiyoh ve Sabit F 6nksiyon '

A={-1,0,1, 2} kiimesini ve A dan A ya f:x—»x fonksiyonunu

- alahm. Buna giire,-f(—-l).:—l, (0)=0, f(1)=1 ve f(2)=2 oldugunu
kolayca soyleyebilirsiniz. ' ,

Bunun gibi, A0 olmak iizere A.dan A ya, f:x—»x kurah ile
,Veri]cn‘f fonksiyonuna' birim fonksiyon denir. '

Simdi de, (3-27. Sekil) de gosterilen g fonksiyonuna bakmz.

- Burada, Vx€A igin g(x)=6 dir. Béyle, tamm ' kiimesinin her ele-
mamm aym- elemanla esleyen bir fonksiyona da sabit fonksiyon denir.

3-7. Egif Fonksiyonlar
A={0, 1} ve B={2, 3}‘olmak iizere,
f:A-B, f: x—»x--2 "
g:A—B, g:x—»x242

fonksiyonlan verilsin. Buna gére,
f(0)=0+42=2, f(1)=1+2=3
g(0)=02{-2=2, g(D)=124-2=3

oldugunu kolayca bulabilirsiniz, (3-28. Sekil).
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Oo‘» 2 : O 2 >e2

> "

(3-28.. Sekil)
‘Burada, Vx€A igin, f(x)=g(x) oldugunu giiriiyo‘rsul.l.uz. Pﬁyle iki
fonksiyona egit fonksiyonlar denir ve f=g bic¢iminde gosterilir.

Simdi, bir fonksiyonun grafiginin ne oldugunu agiklayalim. A’dén
B’ye bir f fonksiyonu verilsin. f={(x, y)|x€A, yEB ve y=f(x) } nin

-elemanlarma analitik diizlemde kare1 gelen noktalarin kiimesine f vfonk-

siyonunun grafigi denir.

3-21. Ornek ‘ |

A={—2,—1,0,1,2} den B=1{0, 1, 2, 3,4} kﬁmesine " verilen,
f : x—»x2 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Géziim : (3-29. Sekil) i inceleyiniz. f nin grafiginin bes tane nok-

tadan olugtuguna dikkat ediniz.

(2 i_ — g4
3 I

, I
61) 1] ;(141) |

(3-29. Sekil)

3-8. Ters Fonksiyon , ,
A={1,2,3,4} ve B={3,5, 7,9} kiimeleri verilsin. A’dan -nye
f: x—¥2x+1 fonksiyonunu asagidaki gema ile gosterelim. "
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A—T B
3 . » F
2et 1Loes atss 0 B A A
: o uqe Se=2 : e >~y o -
3. . - D .?. Os —t>e f: »e O _ Yo ® y=304q
4'. - 09 1e 1> 4 ‘ he ':;- : -
. 2e pe F v Jo—1
(3-'30. Sekil) =

\ (3-32. Sekil)
Simdi, B’yi tamim kumem alarak B’den A’ya Qe§ltll fonksnyonlar . ‘
diigiiniiniiz. Asagda, bunlardan uq tﬁnesml goriiyorsunuz.

' | —1
f(x)=3x-+1 yani, y=3x+1 dir. Buradan, x= ZT bﬂunur.

B t LA Su halde, f~1: y_’Y';I diir. B tamm kiimesinin elemanlarmu x ile
e B et 0\ gosterirsek,

| Be— >e2 1 x— 2 —1 yazablhnz
Feo , —>e3 ’ 3

Se 4 . : .
T 3-9. Bilegke Fonksiyon |
A={-1,0,1,2}, B={0,1,4} ve C={—1,2,11} kimeleri ve
£: A-»B, f:x—»x? g:B—C, g:x—»3x—1 fonksiyonlar: verilsin. Bu

(3-31. Sekil)

Bunlardan t fonk51yonuna d.lkkat edlmz Her (x, y)€f igin (y, x)€t

fonksiyonlar: agagidaki sema iizerinden izleyiniz.
. dir, degﬂ mi? A§ag1dak1 tamm okuyunuz )

| £ 9

- 314, Tamm . .
| f, A’dan B’ye bire-bir ve drten bu' fonksiyon olsun B :den A’ya i PO S 0 o1
. N ~ bir t fonksiyonu, her x€A lgm f(x)= =y iken t(y)—x k0§ulunu gergek- Oe ' : 1 |
i liyorsa, 't f(mlmyonuna f nin tersi denir. f nin ter51 olan fonk51yon -1 le o - : > ® 2
ile gostenlu‘ ] : A

3—22 Urnek T

A={—1,0,1, 2} den B—{——2 1, 4, 7} ye venlen f x—3x41
fonksiyonunun ters fonksxyonu varsa, kuralim sdyleyiniz.

20 | O\ % v ,f.117 R |

(3-33. Sekil)

- Géziim : f, bire-bir've drten oldugu igin tersi vardir, (3 32. Sekll) i

fveg fonkmyonlan ile A’mn elemanlan C’nin elemanlarma agag-
1nceley1mz

daki bqumde eqlenmektedlr
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(3-34. Sekil)

.v l?ﬁylece, A’dan C’ye yeni bir fonksiyon olusmus bulunuyor. Bu‘
fonksiyona, f ile g'nin bileske fonksiyonu denir, gof bigiminde goste-:

rilir ve “g bilegke f” diye okunur. (3-34. Jekil) de, (gof)(—1)=2,
igof) (0)=—1, (gof) (1)=2 ve (gof) (2)=14 oldugunu goruyorsunuz
stersek, gof fonks1yonunun kurahm da géyle bulabiliriz.
(gof) (x)=g (f(x) )=g(x?)=3x*—I
_dir. Su halde, gof : x—»3x2—1 yazabiliriz. Buna gére, ornegln
(gof) (—1)=3.(—1)2—1= 2 dir.

Slzfde, bu kurah uygulayarak (gof) (0), (gof) (l) ve (gof) (2)’yi bulunuz.
(gof) fonksiyonunda énce f nin sonra g nin uygulandigina dikkat ediniz.

fog fonksiyonunda ige &
e o once g sonra da f fonks1yonunun uygulandlgma

3-23. Ornek

Z (tamsayllar kumes1) den Z ye, f: x—->-42x—|-3 ve g : x—»x? fonk-
siyonlar veriliyor. Buna gore, gof ve fog fo\nkmyonlarmm kuralini

~ bulahm ve bunlardan yararlamp (gof) (—2) ile (fog) (—2) yi hesapla--

yalim. ,
(89 ()=g(i(x)) (fog) ()=flgx))
=g(—2x+3) o =f(x)
- =(—2x+3)? =—2x2+3
‘=4x2‘-—1_2x—|-9
olarak bulunur. $imdi; (gof) (—2) ve (fog) (—2) yi hesapliyalim.
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(gof) (—2)=4 (—2)>—12 (—2)+9=49
(fog) (—2)=—2 (—2)*+3=5

dir. Bu ormekten, gof#fog oldugunu sdyleyebiliriz. Oyleyse, fonksi-
yonlar iizerinde tammlanan bilegke igleminin degisme ozeligi yoktur.

kY

. 3-24. Ornek
f:A->B, g:B=C, ~ h:C-D
f:x—2x, g:x—> —3x, b : x—x—2

fonksiyonlar veriliyor. (fog)oh=fo(goh) oldugunu gosterelim.

'((fog)oh) (x)=(fog) (h(x)) |  (fo(goh) ) (x)=f ((goh) (x))
=f (g(h(x))) =f (g(h (x)))
= (glx—2)) , —f (g (x—2)
=f(—3(x—2)) =f (—3 (x—2))
=f(—3x+6) =f(—3x-+6)
=2(—3x+6) =2(—3x+6)
=—06x112 1 ’ . =—bx+ 12

dir. Oyleyse, (fogloh=fo(goh) dir.

. 3—6 Algtirmalar
1. Smufimzdan beg kisilik bir 6grenci kiimesi yazimz. Bu kiimeye
A diyelim. B={0, 1,2, 3, 4,5,6,7,8,9} almz ve A'mn her elema-
" nim okul numarasmm birler basamagmdakl rakama egleyen fonksiyonu

gema ile gosteriniz.

2. f: A—B, f: x—>% x+3 fonksiyonu veriliyor. f 6rten bir fonk-

siyon ve A={—4, —2, 0,3} olduguna gore B’yi bulunuz.

3. A={3, 6, 8, 13, 15, 20} kiimesinin her elemanim 5 ile bolmekle
elde edilen kalanlara gonderen, brten fonksiyonu gema ile gosteriniz.
Bu fonksiyon bire~bir midir?

4. A={l, 6} ve B={2,7, 8} olmak iizere, A dan B ye,
f:x—x*—6x+7 ve g: : x—x+1

fon.k51yonlan veriliyor. f=g olup olmachgml soyleymlz




5. Z (tamsayilar kiimesi) den Z ye, f:x—x? g:x—s—x+2 ve
h:x—2x—1 fonks1yon1ar1 veriliyor. Buna gére, agagidakileri hesap-

layimz. ;
a) f(—1), £(0), g(—1), g(3), h(0), h(—3).
b) (gof) (2), (gof) (x), (fog) (2), (fog) (x), (hof) (x), (foh) (x), (goh) (x).
¢) (gofoh) (—3), (gofoh) (x), (fogoh) (x), (hogof) (x), (hofog) (x).
6. f: A—>B, f:x»2x—5 ve g:B—C, g ‘x—>x+1 olmak iizere

f ve g orten fonksiyonlar: veriliyor: B={—2, 0, 1, 3} olduguna gore
A ve C kiimelerini liste yontemi ile yammaz.

7. f, A’dan B’ye bir fonksiyon ve B kiimesi C’nin bir 6z alt kiimesi
ise f, A’dan C’ye bir fonksiyondur diyebilir misiniz ? Eger, A, D’nin bir
6z alt kiimesi olursa, f, D’den B’ye bir fonksiyon olur mu?

8. A={l, 2, 3} kiimesi veriliyor. A’dan A’ya agagldal\i gemalarla
verilen f, g fonksiyonlarmi inceleyiniz.

A £ A A9 A

(3-35. Sekil)

A sonlu bir kiime olsun. A’dan A’ ya bire-bir her fonksxyona A’nami

bir permiitasyonu denir. Yukandaki f ve g fonksiyonlar: A’nin permu- '

tasyonlandlr Bu permutasyonlan,
123 123 ‘
= ( 91 3) ve g=(1 3 2) bigimlerinde yazanz. Siz de, A'nmn
daha dért qegit.permiitasyonunu yaz'lmz, §emala;nm ¢iziniz. |
9. s(A)=2 ise A’nin kag permiitasyonu vardir.

"10. B={a, b, c, d} ise B’nin kag permiitasyonu vardlr Bunlardan

. sekiz tanesini yazimz.
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123 123 . |
11 A={1, 2 3} kumesmm f—( 39 1) ve g.=(2 3 2) permiitas-

yonlan veriliyor. A'nn dyle ii¢ x, y, z permiitasyonlarm bulunuz ki,
. gof=x, -goy='f ‘ve zof=g

olsun. L -'

12 . ‘A’dan B’ye, f:x—>5x+2 fonksiyonu veriliyor. f, bire-bir ve

brten ise £ in kuralm soyleyiniz ve f-1(12), f—v1(3)‘ve £-1(2) yi bulunuz.

3-10. lslem

34+4=1 oldugunu b111yorsunuz Esitligin solunda iki say: oldugu
halde, saginda bir say1 vardir. Esitligin solundaki iki sayry1, (3 , 4) iki-
lisi bi¢iminde yazalim. Simdi, bu ikiliyi 7’ye esleyen bir f fonksiyonu
diisiinebilirsiniz. f(3, 4)=3-+4 olur. Genel olarak, x ve y birer tamsay
olmak iizere, f(x, y)=x+y yazabiliriz. Tamsayilarla yaptigimz, top-
lama, (;Ikarma, ¢arpma iglemlerinin, tamsayllar kiimesinin kartezyen

- ¢arpimmn bir alt kiimesinden tamsayilar kiimesine birer fonksiyon

oldugunu sezebildiniz mi?
A={l, 2, 3, , 4} olsun. AxA nmn bir,

ﬁ {(1 1), (1, 2) 2,2),(2,1) } alt kiimesi verilsin. f dan A’ya (3 -36.
Sekll) deki sema ile belirtilen fonksiyonu gozoniine alalm:.

islemi oldugunu gérityorsunuz. $u halde bu

(3—36 Sekil)
+] 12 3 4
1| 2 3
Bu f fonksiyonunun bildiginiz toplama 2 3 4
-3
4

islemi yandaki tablo ile de gosterebiliriz.
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Simdi, A={a, b, ¢, d} kiﬁnesini al '

mdi, A=1a, b, ¢, alim. AxA dan A’ya asag ci
?:a.bl({ ile belirtilen fonksiyona dikkat ediniz. Bu fonksiy(inyf:ofl’gag]dakl
ile gosterilmistir. Bu tablodan, Omegin,
gunu goriiniiz.

simgesi
aoa=b, aoc=d, cod=a oldu-

o a b ¢ d
a b aad ¢
b a b c¢c d
c d ¢ 1) a
d ¢cd a'b

3-15. Tamim -

‘Bos olmayan bir A kiimesi verilsi A; 3 ‘
, : in. AxA nm bir alt kiimesind
A’ya her fonksiyona, A’da ikili islem veya kisaca iglem denir ? l];lé::'l

l?u fonksiyon AxA dan A’ya ise A kiimesi bu igleme gore kapahdir denir. -

N Bu tamima gére, A iizerinde-bir “A” iglemi verildiginde Vx , yEA
o . igin xAy€A oluyorsa A kiimesi “A” islemine gore kapahdir -diyebi’liriz.

’ 3——25 Ornek

N .Al.=,{1‘, 2, 3} olsun. (3-37. Sekil) deki sema ile helirtilen fonksiyon
ir islemdir. Neden? Bu iglemin tablosunu yapilmis olarak goriiyor-

omin AXA R

ot
[ )
o

(3-37. Sekil)

| A. AT;bloda,n 2*3-—-.2, 3*1: 1 ve 193=1 oldugunu bulunuz. Bﬁ islem :
xhd an A‘ ya l.nr f:onks’lyt‘)n oldugu igin A kiimesi ) iglemine’ gore ka: |
pahdr, deriz. S;mdl, (3—36. Sekil) de belirtilen igleme tekrar bakimz.
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Orada verilen iglem ‘AxA nm bir 6z alt kilmesinden A’ya bir fonksiyd!i
oldugundan A kiimesi bu isleme gore kapah degildir.

(&3&. sekil)

(3-38. Sekil) de gordiigiiniiz saatin yalmz yelkovam var. Yelko-
vam once 2'ye getirelim. Sonra 5 birim ileri alahm. Yelkovan 7’yi
gosterir. Burada, A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,;10, 11,12} kiimesi  izé-
rinde bildiginiz toplama igleminden farkh bir toplama iglémi yépmlg
oluyoruz. Bu iglemi & simgesi ile gosterelim. 2@5==7 dir. Yelkovam
énce 4’ alip, sonra 9 birim ileri almiz. Hangi sayiyr buldunuz? 499=1
degil mi? Su halde, 668=2, 1095=3 diir. Bu toplama igleminin tab-
losunu yapimz. Bu & islemi AxA dan A ya bir fonksiyon oldugundan
A kiimesi @ islemine gore kapahdir. ’ ‘ '

Simdi de iglem tammim gerqeklemeyén bir 6rnek verelim.

T={1; 3,5 7, ...}

- pozitif tek ‘éayllar kiimesini ele alahm. TxT den T ye toplama iglemi

tammlayabilir misiniz ? Iki tek saymmn toplammnn bir ¢ift say: oldugunu
ammsaymz. Sozgelimi, (3 ,5) € TxT oldugu halde, 34-5=8 dir ve
8¢T dir. Oyleyse, 3-15. Tamm geregince T kiimesi iizerinde + (top-
lama) iglemi yoktur. ‘ , S

3-11. Islemin Ozelikleri

Yukaridaki saat iizerinde ﬁgrendigimiz ‘toplama iglemine gore,
897=768 dir. Her x, y €A i¢in x®y=y®x oldugunu soyleyebilirsiniz. -
Bildiginiz garpma iglemi i¢in de elemanlarn yerleri - degistiginde so-
nucun degismedigini bilirsiniz. Stzgelimi, 2.3=3.2 dir. Baz iglemlerde
ise bu yer degistirme, sonucu etkiler. Ornegin, 3%=9 oldugu halde 23=8
dir. Bununla ilgili olarak asafidaki tamm veriyoruz. ‘
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3-16. Tamim

A Kiimesinde bir “o0” iglemi verilsin, Her x, y€A igin, xoy=yox o ‘

oluyorsa “o” isleminin degisme ozeligi vardir, denir.

Her A, B kiimeleri i¢in, AUB=BUA, ANB=BNA oldugunu ha-
tirlaymz. $u halde, U ve N iglemlerinin degig_me ozelikleri vardar. Kar-
tezyen carpimin degisme 6zeligi yoktur. Neden?

3-26. Ornek _

. Tam sayilar kiimesi ﬁierinde verilen, xoy=2x+y biqiminde ta-
mmh *“o0” igleminin degisme 6zeligi var midir? ' Lo
Coziim : x=3, y=5 alalim.

305=2.3+5=11 ve 503=2.5+3=13

oldugundan, 305503 yézabiliriz. Su halde, bu islemin degisme 6ze1igi
yoktur. - .

X, Y, 2 birer tamsay1 olduguna gére,
x+H(y+2)=(x+y)+z ve X.(y.-z)=(x.y).z _
oldugunu  biliyorsunuz. Sézgelimi, 3 + (5 + 8)=(3+5) +8 e
15.(6.7)=(15.6).7 yazabiliriz. Bu nedenle, tamsayilar kiimesi iizerin-
de “+4”" ve “.” jglemlerinin birlesme ozeligi vardir, diyecegiz.

3-17. Tanim ) :

A kiimesinde bir “o” iglemi verilsin. Her, x,y, Z€A i(;iﬁ,

, xo(yoz)=(xoy)oz o
oluyersa “o” igleminin birlesme 6zeligi vardir, denir.

3-27. Ornek ,
Tamsayllar kiimesi ‘iizerinde verilen, x\oy_=bxv—{—y—,—:—xy _bigiminde
tammh “0” igleminin birlesme ozeligi var midir? :

Coziim : Tamsayilar kiimesini Z ile gosterelim. x,y, z€Z icin,

x0(y0z) = Xo(y+2—yz) = X-+(y+2—yz)—x(y-+7—yz) =
= X+y+z—yz—xy—xz+xyz = ’

(xoy)oz = (x+y—xy)oz = X+ y—xy+z—(x+y—xy)z =

' X+y+Xy+z—xz—yz+xyz ‘

oldufundan, xo(yoz)=(xoy)oz dir. Su halde “o” igleminin birlesme
ozeligi vardir. . o a
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Simdi de, aym kiime iizerinde verilen iki iglemle ilgili olarak aga-
gndaki tanim veriyoruz. :
3-18. Tamum ‘ .
A Kiimesi iizerinde farkh iki, “0” ve “A” iglemleri verilsin. Her,
x, ¥, zEA igin. ' . -
xA(yoz)=(xAy)o(xAz)

oluyorsa, A isleminin, o 1§lem1 tizerine dagilma ozghgl vardir.

Sézgelimi, her p, q, r énermeleri i¢in, pV (QAT)=(pV q) A(p V1)
oldugunu biliyorsunuz. Su halde, V igleminin A islemi iizerinde daglma
6zeligi vardir. Bunun gibi g¢arpma isleminin toplama islemi iizering
dagilma ozeligi oldugunuda sdyleyebilirsiniz. Oysa, toplama igleminin
¢arpma iglemi iizerine dagilma o6zeligi yoktur, neden?

3-12. Birim (Etkisiz) Eleman — Ters Eleman

. ®&f 001 2 3

| A=1{0, 1, 2, 3} kiimesi iizerinde yandaki tablo 0} 0 1 2 3
ile verilen @ islemini inceleyiniz. Burada, 1{1 2 3 0
090=0, 0pl=160=1, 212 3 0 1
“0p2=200=2" ve “003=340=3" 31 3.0 1 2

"~ diar. Yani, V€A i(;ili, x®0=0®x=x yazabiliriz.

Bildiginiz carpma iglemini diigiinelim. Her x tamsayis1 igin
1.x=x.1l=x dir, degil mi? Asagidaki tamm dikkatle okuyunuz.

3-19. Tanim

Bir A kiimesi iizerinde bir “o”’ islemi verilsin. Her x€A igin, xoe

[TPR 1] (Y]
€

—eox=x kogulunu gergekleyen bir e€A varsa bu elemanina, “o

igleminin birim (etkisiz) elemani denir.

Ornegin, her A kiimesi i¢in, AUO=0QUA=A oldugundan, U igle-
minin birim elemam @ dir. Bildiginiz toplama igleminin birim elema-
pmn “0”, ¢arpma igleminin birim elemammn da 1 oldugunu séyleye-
bilirsiniz. ‘ '

Simdi de, ters elemammn ne oldugunu gorelim. Sézgelimi, 3—{—(—v3)ﬂ.=
(—3)+3=0 dir. (safinn toplama isleminin birim elem?m o}dugumf
hatirlaymiz.) Bu ozelikten dolayr “3” iin toplama islemine gére tersi
“__3” tiir diyecegiz.
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3-20. Tanim
Bir A kiimesi iizerinde bir “0” iglemi verilsin. Bu iglemin birim
- eleman1 e olsun. Her x€A igin, xoy=yox=-e kosulunu gergekleyen bir
Y€A varsa bu y elemanma x’in “0” iglemine gore tersi denir.
Garpma igleminin birim elemanmmn 1 oldugunu biliyorsunﬁz. Soz
Lo 5 5 3 : . 3
gelimi, T 33 S 1 oldugu igin 5 in ¢arpma iglemine gé-
- .

Te tersi - tilr, deriz. 3 iingarpma islemine gore tersi de ?tir. Neden ?

3-28. Ornek
ojlab ¢ d
A={a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde yandéki tablo a|c¢c d a b
ilev be_lirlenmi§ “0” iglemini gﬁrﬁyorsunuz. b[d ab ¢
' ' clab ¢ d
d|b ¢ d a

(1) Bu islemin birim eleman1 var midir? Varsa
nedir ?
(2) Amin her elema}nlmn 0’ iglemine gére tersleri varsa séyleyiniz.
Coziim : ' ’ o
| Sl) Tal.)'lo"dafx, aoc=coa=a, boc=cob=b, coc=c, ve doc#cod=d
t)ldug-ux‘m goriiniiz. Su halde, Vx€A igin, xocs=cox=x oldugundan “o”
.igleminin birim elemam c’dir. g
(2)(a0a =c) => a nin “o” iglemine gore tersi a dir.
.(bod=dob=c) => b nin “o0” iglemine gore tersi d, |
d nin “o0” iglemine gore tersi b’dir.

. (coc =c) => ¢ nin “0” iglemine gore tersi ¢ dir.

3-7. Alistirmalar -

1) .Tamsayllar vkiimesi, gikarma iglemine gére kapalh midir? Ci-
lfalfvmav igleminin, tamsayilar kiimesi iizerinde degisme ve birlesme -6ze-
likleri var midir? Cevabmizin sebebini agiklaymiz. |
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2) A={1,2,3, ...} kiimesi fizerinde verilen xoy=y¥ isleminin

degisme ve birlesme ozelikleri olmadigim gésteriniz.
3) A={—1, 0, 1} kiimesi iizerinde ¢arpma iglemi veriliyor.

a) Carpma igleminin tablosunu yapimz.

b) A kiimesi ¢arpma iglemine gére kapalh mudir?

¢) Carpma isleminin birim (etkisiz) elemam nedir?

d) Carpma iglemine gére —1’in tersi medir? 1’in tersi medir?
“Sifirn tersi var midir ? ‘

4) A={0, 1, 2, 3, 4} kiimesi iizerinde,
“xoy=x+y nin 5 ile bélimiinden kalan”

bigiminde tammh bir ““o” iglemi veriliyor.

a) “o” igleminin tablosunu yapimz.

b) A kiimesi ¢ iglemine. gore kapah midir?

¢) “o” igleminin degisme ozeligi var midir?

d) “o0” isleminin birlesme ozeligi var mudir?

e) “o” isleminin birim (etkisiz) eleman1 var mudir?

f) “0” iglemine gére 2’nin tersi nedir? 4’iin tersi nedir?

5) Tamsayilar kiimesi iizerinde, xoy=3x-2y bigiminde tammh
bir “0” iglemi veriliyor. Bu islemin degisme ve birlesme 6zelikleri olma-
digm gosteriniz. C

6) Tamsayilar kiimesi iizerinde, ¢arpma isleminin, beginci ail§t;r-
mada verilen “o0” iglemi iizerine dagilma 6zeligi oldugunu gosteriniz.
“o" jsleminin de ¢arpma iglemi iizerine dagilma &zeligi var mdir?

7) Bir A kiimesi iizerinde bir “o0” islemi veriliyor.

a) “0” isleminin birim elemanimn en gok bir tane oldugunu gés-

" teriniz.

b) “o0” igleminin birlesme 6zeligi ve birim elemam varsa her
x€EA mn en ¢ok bir tane tersi olduunu gésteriniz.

¢) A kiimesi “0” islemine gore kapal ve “o” isleminin birlegme
ozeliginin oldugu biliniyor. Eger, “0” iglemine gore birim eleman ve
A’min her elemaninn tersi varsa, her x, y€A igin, (xoy)~l=y lox"! ol-

dugunu gosteriniz.
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8) A={B,U,R,S,A} kiimesi iizerinde verllen A 1§lem1 agagdaki
tablo ile behrtlhyor

Al B U R S A
B| S A B UR
U|] A B U R S
R| B U R S A
S| U R S A B
A| RS A BU

ba) A kiimesi A iglemine gbére kapali midir?
b) A isleminin birim elemam var mudir? Varsa hangISIdlr9
¢) A min elemanlarmin tersleri varsa soyleymlz

d) A igleminin degigme ve birlesme ézeliklerinin olup olmadigim
aragtirimz. ‘

UCUNCU BOLUMLE ILGILI TESTLER

1) (2m—+1, m+n)= (—-7 2) olduguna gore (n, m) siral 1k111s1 aga-
grdakilerden hangisidir? '

a) (—4, 6) | b) (6, —4) c) (i,' —1)
d) (—1, 6) ' e) (—4, —6)

2) C={-2, 3} ve D={a, b} olduguna gore DxC kiimesi agaglda-
kilerden hangisidir?

a) {(—2, a), (—2, b), (a, 3), (3, b) }
b) {(a, —2), (b, 3), (a, 3), (—3, b) }
¢) {(® 3), (a, —2), (b, —2), (a, 3) }
d) {(‘2’ 3), (a, 3), (b, 3)}

e) {0}

3) A={l, 2, 3} iizerinde venlen agagldakl bagmtllardan hangisi
yansiyan degildir?

a) {@, 1), 3, 3), (1, 2)7 (2, 2) }
b) {(3,3), (1,1),2, 2) }
) {3, 1), (1, 2), (3, 3), (2 2) }
) {1, 1), 3, 1), (2 2), 3, 3) }
e) {(3,3), (3:2), (1, 1), (2, 2) }
4) A={a, b, ¢} iizerinde verilen a@agldakl baglntllardan hanglsl

, hem simetrik degil hem de ters-simetrik degildir?

) {(a o) (e a), (b B (b 8)}
B) {(as a), (b, b)}
©) {(a o), (e a) }
d) {(a, a), (8, b), (cs 8) }
&) {(@ ) (e By (b, 0}

5) 19=k(mod 6) de k nin yerme agagldakl sayllardan hangisi yazi-
labilir ?

a0 _b)l 03 d) 4 e)5
6) A= {—2 0, 3} kiimesi veriliyor. f: x—» —x2+x fonksiyonu A

* kiimesini asagidakilerden hangi kiimeye esler?

a) {—6, 0} 'b) {—6, 0, 7} &) {—4, 0, 6}
) {_1, 0, 2} e) {2, 3, 7}

Dt x—>3x—1 ve g: x—>—;- x? olduguna gore, (fog) (—2) nin de-

gerl agagldakﬂerden hangisidir ?

| 9
a) —b6 b) —5 c)y6- d)5 e -
12 3 4 <1234\ ik _ .
8) f=(3 9 4 1) ve g=(4_ 39 l)v olduguna gore, ‘go_ per-
miitasyonu agagidakilerden hangisidir? - ‘

1234 71234 1234

2 b ( ) ° ( 1 4)
4132 4123/ 23

1273 4y - - (1234
d)(1.3zv4> ) 2413)
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9) xoy=x’—x olduguna gire, 304 iin degeri agagidakilerden han-
gisidir ? : :

a)77 b) 68 ¢c) 64 d)58 e) 54

' 10) Asagpnda verilen iglemlerden hrangiéinin‘vbirlegme ozeligi yoktur? D ouD [j NCU BOLUM

DO(',‘AL SAYILAR, TAMSAYILAR, MODULER ARITMETIK VE
MATEMATIK SISTEMLER

a) Toplama iglemi *b) Carpma iglemi
¢) Bolme iglemi d) U iglemi | e) V iglemi

Bu béliimde sayilan inceliyecegiz. Saymay, 1lk01\ ida basglamadan
ogrendiniz. IIk ve ortaokulda sayilarla islemler yaptimz. Iste bu bé-
limde, iizerinde islemler tammlayip kullandigmiz dogal ve tamsayilar
kiimelerinin kuruluglarm inceliyecek ve tamdigmz islemlere ait dzelik-
leri goreceksiniz. A

'4-1. Dogal Sayilar

ilkokul ¢agmdan oncesini hatlrlaylnlz veya kiigiik kardesleriniz
varsa onlar iizerindeki gozlemlerinizi diigiiniiniiz. Konusmay1 yeni 6g-
renen gocukta say: fikri yoktur. Bu yastaki ¢ocugun oynamakta oldugu
bes bilyadan ikisini saklasamz farkina varmaz. Cocuk yapayalmz bii-
yiiseydi sayilar1 ve saymasim bilmeyecekti. Demek ki say1, toplumun
yapis1 ve kiiltiiriin bir par(;asuhr Yam 1nsanlar olmasaydi, sayilar da
olmazd1.

~ llkel toplumlarda say: fikri tam olarak gelismemistir. Biyle top-
lumlar “bes koyun’, bes keci” igin ayn deyimler kullanmiglar ve so-
yutlama yolu ile bu deyimlerden bes kavramina varamamiglardar.

~ Acaba saymay1 bilmeden, iki elimizde aym sayida parmak oldugunu
séyleyebilir miyiz? Saymay: bilmedigimize gore avuglanmmz birbirine
yapistiriniz. Boylece iki elin parmaklan bire-bir karsilasmis olur. Her
iki elimizde de agikta kalan parmak olmadigina gore iki ehmlzde de
aym saylda parmak oldugunu sbyleyebiliriz. :

Cogumuz egyadan ayr, soyut sayl kavramma eslemeler yolu ile
varmigizdir. Insanhk tarihinde sayr kavramimun gelismesi de bdyle
olmugtur. Saymay: bilmeyen bir goban sabahleyin siiriisiinii otlatmak
iizere agildan gikarirken her hayvan igin kiigiik bir ¢ukura bir tag atmak
ve akgam doniildiigiinde agila giren her hayvan igin bu taglardan birini
gukurdan gikarmak yoluyla siiriisiiniin tamaminn agla doniip dénme-

digini kontrol edebilir. Benzer bigimde ilkel bir toplumdaki ave: da

i
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avladxfgl her hayvan i¢in bir agag gévdesine veya bir sopaya bigag
ile bir isaret kaziyabilir. Cobanmm siiriisiindeki hayvanlarla ¢ukura
attif1 taglar arasinda bire-bir egleme kurduguna dikkat-ediniz. ilkel
avel da, avladigr hayvanlarla, sopasma ya da bir agag gévdesine kaz-
dif1 isaretler arasinda bire-bir esleme kurmustur. O halde sayilan,

aralarinda bire-bir egleme olan kiimelerin ortak ozeligi olarak diigiine-

‘biliriz. Ornegin, bes saylsmI, beger elemanli kiimelerin' ortak ozeligi
olarak diisiinecegiz. Dogal sayilarn iyi bir tamimm verebilmek igin
ilgili bazi tammlan vermemiz gerekiyor.

4-1. Tanim

Hig bir 6z alt kiimesi ile bire-bir eslenemiyen kiimelere sénlu kii~
me denir. Sonlu olmayan yani en az bir alt kiimesi ile eslenebilen kiime-
lere de sonsuz kiime denir,

. Soz gelimi,

Ac{a,b, ¢} kiimesi sonludur. Ciinkii bu kiimenin elemanlar,
6z alt kiimeleri olan,

@, {a}, b}, {c}, {a, b}, fa, 0} {b, 0}
kiimelerinden higbirinin elemanlan ile bire-bir eglenemez. (Bunun ola-

naksizhgimu kendiniz deneyiniz.) Sonsuz kiimelere - ait -6rnekleri dogal
sayllar kiimesinin sonunda bulacaksimz.

7

Sonlu kiimeler i¢in asagidaki onermelerm dogrulugunu /ispatsiz
kabul edebilirsiniz :

i) A sonlu kiime, BCA ise. B de sonlu kiimédir )
ii)-A veya B sonlu kiime ise ANB de sonlu kumedlr
'm) A ve B sonlu kiime ise AUB de sonlu kiimedir.
iv) A ve B sonlu kiime ise AXB de sonlu kumedxr, S

Bos kiime, 6z alt kiimesi olmadifr i¢in somlu kiimedir.

Sonlu kiimeler arasinda bire-bir esleme bagmtisiun bir denklik
bagmtis1 oldugunu gosterebilirsiniz.

cy

4-2. Tanim

Sonlu kiimelerin bire-bir esleme bagmtisma gﬁ:e‘ denklik smfla-
niun herbirine bir dogal say1 denir.

1

Bu tamima gore, sonlu kiimeler uzerlndekl blre—-bxr e§leme bagm-
tist ile birbirine bagh olan kiimelerden olusan denklik suuflarina dogal
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say1 diyoruz. Omegin, A={a, b, ¢}, B={Ahmet, Sedat, Salim} ve

C={A, 0,[]} kiimeleri aym denklik smifinda bulunurlar (Bu siufta
bulunan bagka kiimeler soyleylnlz) Bu denklik simfim 3 sembolii ile

gostereceglz

) kiimenin bulundugu denklik smifim

0
Bir elemanh kiimelerin bulundugu denklik stmfim 1,
iki elemanh kiimelerin bulundugu denklik smuifim =2
U elemanli kiimelerin bulundugu denklik stmfim 3

sembolleri ile gosterelim. Boylece dogal sayilar kiimesini elde etmig
oluruz. Dogal sayilar kiimesini N ile gdsterecegiz.

| N={0, 1, 2, 3,4, ...} |
1, 2,3, ...} kiimesinin saymav sayllari kiimesi oldugunu biliyorsunuz.
Bunu da N+ kiimesi olarak gosterecegiz.

Ilkokul siralarindan beri dogal sayilan tamr, dogal sayilarla nasil
toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bélme yapildigim da bilirsiniz. Slmdl bu
iglemlerin bazm ozeliklerini inceliyelim.-

ki dogal sayiun toplam1 yine bir dogal sayr midur?

Iki dogal saymmn garpum1 yine bir dogal say1 midir?

O halde dogal sayilar kiimesi toplama ve garpma iglemlerine gore
kapahdir.

a ve b iki dogal say1 ise a-b daima bir dogal say1 mldlr" (2-5 in

bir dogal sayx olmadlgml goriiniiz.)

. ' 2 .
a ve b birer dogal say1 ise i daima bir dogal sayr mudir ? (3— bir

dogal say1 mdrr ?)

0 halde dogal sayilar kumesl, gikarma ve bélme 1§lemlerme gore
kapal - degildir.
4—1.' Algtirmalar

Asagrda elemanlant dogal sayr olan baz: kiimeler verilmigtir. Bu
kiimelerin her birinin toplama, ¢arpma ve bélmeye goére kapali-olup
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olmadiklari ara§t1rm1z (Bir dogal saymm iki katmm ¢ift sayr oldu-
gunu hatirlaymz.)

. Gift dogal sayilar kiimesi,

. Tek dogal sayilar kiimesi,

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

{0, 1}

20’den biiyiik dogal sayilar kiimesi.

‘N L) w (] e

Bir dogal saylyl tiirlii blqlmlerde ifade edebiliriz. Sézgelimi 5 dogal

- sayisini, 441, 3+2 veya 2.241 bigimlerinde gosterebiliriz. Bunlann -

hepsinin aym bir sayiy1 gosterdigine dikkat ediniz. Bu baglntlya egitlik
deriz, ve bunu “=" isareti ile gésteririz. Ornegin,

| 5=441=342=2.241
esitliklerini yazabiliriz. "

Simdi  dogal sayllarda esitliklere iliskin 6zelikleri yazahm,
Va, b, cEN iqin’

1) a=a (Her dogal say1 kendine esittir) (Yansima),

2) a=b ise b=a dur. (Simetri),

3)(a=b ve b=c)=>> a=c dir.  (Gegigme),

4) a=b <= at+c=b+-c dir. (Birsayiile toplama veya sadelesme
ozeligi), :

5) a=b <=> a.c=b.¢,(c#0) (Bir sayile garpma veya sadelegme
ozeligi).

Dogal Sayilarda Toplamaya Iliskin Ozelikler

Va, b, c€N igin,

1) atb=b+a (Toplamanmn' degisme szelig)  (TD)

2) a+(b+c)=(a+b)+c (Toplamanm birlesme bzcligi)  (TB)

3)\(a+c=b+c)ﬁ§ a=b (Toplamann sadelesme ozeligi) (TS)

4) a-}—O;O—l—g:a (Toplamada sifirm birim bzeligi)  (SB)

Dogal Sayilarda Carpmaya lligkin Ozelikler
Va, b, cEN igcin, -

1) a.b=b.a (Garpmanmi degisme 6zeligi) (CD) .
2) a(b.c)=(a.b)c (Carpmanin birlegrme ozeligi) (CB) »
3) ¢#0,a.c=b.c => a=bh dir. (Carpmanin sadelesme dzeligi) (CS)
4) a.l=l.a=a (Carpmada bir’in birim 6zeligi) (BB)
5) a.0=0.a=0 (Sifirm yutan eleman olma ézeligi) (SY)

6) a(b+c)=a.bta.c (CGarpmamin toplama iizerine dagﬂma
ozeligi) (D) ‘

Bu &zeliklerin kullanilmalan ile ilgili asagidaki rnekleri incele-

yiniz.

4-1. Ornekler
a) 84+2=24x agpk 6nermesinin dogruluk kﬁm‘esinin bulunmasi,
8+2=2+x :
8+4+2=x+2 (TD)
B=x - (T9)
Dogruluk kiimesi {8} dir.

b) (x-}—v‘7)+3=, 12 a@k 6nermesinin dogruluk kiimesinin bulunmasi,

(x4+7)4-3=12 »
x+(1+3)=12 (IB)
x+10=2410

x=2 - (TS)

Dogruluk kiimesi {2} dir.
¢) x4-8=5 agqk Snermesinin dogruluk kiimesinin bulunmas,
x+3+5=540 (Tanm) |
x+3=0 (Ts)
Dogal sayilar kiimesinde béyle bir x sayis: -yoktur.
Dogruluk kiimesi @ dir,
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12
d) Carpmanmn toplama iizerine daglma ozeliginin a(b—}—c—}—d) gar-
pimma da uygulanabileceginin gosterilmesi,

a(btctd)=a[(b+c)+d]  (Tamm)

4-3. Tamm
+
i) xEN ve nEN igin,

! X.X.X. ...x=x0
=a(b+c)+ad (D) ‘—' - w_—tané_’ | ' - . 3
=(ab+ac)+ad (D) : ’
. . T
=ab- actad i ii) xEN* i¢in,

x°=1 dir. I
- 4-2, Ahgtirmalar - . NOT : xl=x olduguna ve 0° m tanimlanmadigma dikkat ediniz.
1 A§ég1daki onermelerin her birinde dogal sayilarin hangi 6zelik-

leri gosterilmigtir? (Harflerin tiimii dogal sayillan géstermektedir).
a) 8+5=5+8 |
b) 1(x+4)=Tx+28

4-2. Ornek

Dogal sayilarda toplama ve ¢arpmaya 111§k1n ozehklerl kullanarak
x, YEN i¢in,

i ‘i : (x+y)2=x2+2xy+y2
B - ¢) 8(4.3)=(8.4)3 oldugunu kamtlaymiz. ’ '
‘ d) a(b+c)=ab+ac fspat :
© 5.35=150425 (cFyP=toty) (oty) (Tanum)
:M ) 18(x+2)=(18x+25)+11 | = (x+y)x+(x+y)y (Daglma ézeligi)
:)‘ “ ‘ 2) Dogal sayilarm - bzeliklerini kullanarak agagidaki émermelerin ;x.x—{—y;x—}—x;y—{—y.}f . (Dagilma bzeligi)
ii ‘ : ' biitiin dogal sayilar i¢in dogru oldugunu gosteriniz. =x%4-xy4xy+y? " (Tamm, degisme ozeligi)
g a) (x+y)z=xz+yz =x24-2xy+y? - (Tamm) -
b) a+ab=a(1—{ib) 4-1, Teorem |

¢) x[y+(v+a)]=x(y+v)+x.z

Her x, y, n, mEN ve x#0, y7#0 i¢in
d) (a+b+c)x=ax+}bx+ex

i) xD, xWe=xtm

Simdi de, a{a+a gibi bir dogal saymm birkag defa kendisi ile

ii) (xM)Re=xmD
toplaminin sonucunu inceliyelim.

iii) (x.y)m=xm.ym dir.

M i) ata=a.l+a.l » - (BB) Ispat :
| —a@+) ®) ) X xmm ) . o x)  (Tamm)
“ =2a ‘ (Tam-m) n tane m tane
i ii)-atata=a.l4a.1+a.l (BB) e (Bitlesme
B , - =a(l+141) (D) o e
i o : =3a ‘ (Tanum) =X

P
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‘ il) (x™)0 =xm xm . xm, ,,, .xm ('I\‘amm)
g sxmimimt |+ ' ((i) den)
n tane v
; =xm-n (Tanim)

iii) Bu kamtlamay1 da aym bi¢imde siz yapimiz.

4-3. Alstirmalar

1. Dogal sayilarin toplama ve garpmaya iligkin 6zeliklerinden ya-
rarlanarak agagidaki esitlikleri ispatlayimz.

Vx, yEN igin,

a) (x+y)3=x34+3x%y+3xy2+y?

b) (x+3)?=x2+6x+9

¢) (x+y+z)? —_x2+y2+z2+2xy+2xz+2yz
d) (x+1)2=x2+42x+1

2. Dogal sayilarin. szeliklerini ve ¢arpmanin toplama iizerine da-
gilma ozeligini ku.llanarak agagldakl ifadeleri tek bir terim haline ge-
tiriniz.

a) 2a+2b

b) 3(5x+1)+5(5x+1)

¢) x(44+v)+x(u+v)

B @y+1) (+)+1+2y) (14y)

3. Dogal sayllar kiimesi iizerinde verilen a§ag1dak1 agik Smerme-
lerin dogruluk kiimelerini bulunuz.

a) y+3=5 ‘ e) 2x+5="1
b) x+4=2 » ‘ f) 2y+1=4
c) 2x=4 g) 3a+5=15

d) 2x+1=4+3x h) 3y4+1=2yt4

4. Cift bir dogal saymmn karesinin yine bir ¢ift dogal say1 oldu-
gunu kapitlayimz. ‘

(Yol gosterme : a ¢ift bir say1 ise a=2x, x€EN dir.)

/
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5. Tek bir dogal saymun karesinin yine tek bir dogal sayl oldugunu .
kamtlaylmz

(Yol gﬁsterme : a tek bir say1 ise a=2x+ 1, xEN dir.)
6. Dogal sayllarm ozeliklerini kullanarak asagidaki ifadeleri pa-

rantezlerden kurtarimz ve her adimda hangi 6zeligi kulland1gm.1z1 be-
lirtiniz.

a) 3x(4+vy)

b) (2a+5) (a+6)

‘c) (2+1) (3z+1) ,
d) (a+1) (a+b+c) »
3(x+1)=2(x+4) ‘
5(c+y-+2)+4(x-+5)+Ty

€

)
f)

Dogal Sayilar Kiimesinde Siralama

Dogal sayilar kiimesinin belirli bir sira iginde olustugunu biliyor-
sunuz. Ik énce 0, sonra 1, sonra 2, sonra 3, v.b., saymada da bu siray1
izleriz. Bir a says1 sayma sirasinda bir b sayisindan once geliyorsa
“a, b den kiigiiktiir”” der ve bunu a<b bigiminde yazanz. a<b yi “b,.
a dan biiyiiktiir”’ diye de séyler ve b>>a bi¢iminde de yazarz. O halde
a<b ve b>a tamamen aym anlamdadir. Bu ifadelerin a{-c=b kogu-
lunu saglayan sifirdan farkh bir ¢ dogal sayisimin var oldugu anlamimda
olduguna dikkat ediniz.

4-4. Tamm
a, i), ¢ dogal sayilar olduguna gore,
¢=0 i¢in atc=b => a=b,
cEN* i¢in af-c=b =;> a<b dir.
Dogal sayllar‘kiimesinde en kiigilkk eleman nedir? Bu elemandan

baglayarak dogal sayilan bir dogru iizerine esit aralhklarla siralaymsz.
(4-1. Sekil) e dikkat ediniz.

) o 1 2 3

(4-1. Sekil)
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O baslangi¢ noktasindan baslanarak, dogal sayilarm dpérun'un tek
bir yoniinde siralanabildigini gériiniiz. Bunun gibi iizerinde sayilarin
sira ile yazili oldugu dogruya say: ekseni denir. Dogal sayilar kiimesinin
bulundugu bu say1 ekseninin baslangi¢ noktasmin sifir oldugunu bili-
yorsunuz. Bitim noktasmna iliskin ne diisiiniiyorsunuz, boyle bir nokta
var midir ? '

" Siralamanin Ozelikleri

1. Verilmis herhangi iki a ve b dogal say1 gifti icin agagdaki iig
durumdan ancak biri dogrudur. ‘

a=b, a<b, b<a (Ug hal kufali)

2. a<b, b<e => a<ec dir. = Geg¢igme ozeligi)

3. a<b «=> atc<bdc dir  (Bir say1 ile toplama &zelii)

4. a<h, c<<d => atc<b-+d (Esitsizliklerin toplama &zeligi)

5. a<b, cEN*t => ac<bc (Bir sayma sayws1 ile qafpma
ozeligi)

Siralama tammi ve dogal sayilarm. zeliklerini kullanarak yukaﬁ-
daki 6zelikleri ispatlama olanag vardir. Biz bu ozelikleri ispatsiz olarak
veriyoruz.

1. Ozelikte hallerden biri dogru iken diger ikisinin dogru olami-

yacagma dikkat ediniz. b<<a yanls ise ya a<b ya da a=b dir. Bunu

kisaca a<Ch bigiminde yazariz. a7b ise “a<b veya a>b”’ dir.

2. Ozelikte ise a<<b ve b<<c ise bunu genellikle a<b< ¢ bigiminde
yazarz.

3. Ozelikte bir egitsizliéin iki tarafina bir dogal say:r ekleyebildi~

gimiz gibi aym bir dogal say: ile sadelestirebildigimize dikkat ediniz. -

4. Ozelik, iki esitsizligin kiigiik yanlarmin toplaminm biiyiik yan-
larmmin toplammdan kiigiik oldugunu- gosterir.

5. Ozelik, bir esitsizligin iki yanmn aymi bir sayma sayis1 ile gar-

pilacagim gosterdigi gibi, her iki yam bir sayma saysi ile garpilmig ise
sadelegebilecegini de gosterir.

4-3. Ornekler

1) x+3<8 agik onermesinin dogal sayilar kiimesinde ¢oéziimiinii
bulunuz. : ‘

125
Coziim : x+3<543 (Tanim)
x<<5 (Sadelestirme)
veya, :
D={o, 1, 2, 3, 4} dir.
2) 6a+3<15 (a€N) g¢oziim kiimesinin bulunmas:.
Cozim : 6a43<12+3 (Tamm)
' 6ag12 (Toplamanin sadelesme ozeligi)
6a<6.2 {Tamm)
a2 © " (Carpmanm sadelesme ozeligi)
veya, ’ ' : ‘

D={0, 1, 2} dir.
3) 5x+43<4x+4 (xEN) ¢oziim kiimesinin bulunmasi.
Coziim :  (441)x+3<4x+1+3 (Tamm)

] (4+1)x<4x+1 (Sadelegme)
Ax+x<4x+1 {(Dagilma)
x<1 (Sadelesme)
veya, ’

D={0, 1} dir.
4) 3x+1<8, (xEN) : ‘
Ix+1<T+1 (Tanim)

3Ix<T . (Sadelesme)

3x<6. ' (Dogal sayilarda siralama)
3x<3.2 " (Tanim)

x<3 . (Sadelesme)

veya,

D={0, 1, 2} dir.

4-4. Ahgtirmalar , »
1) Asafidaki egitsizliklerin dogal sayilar kiimesinde ¢oéziimlerini
bulunuz.

. a) 2x<4

b) 6x+3<21

¢) 3y+1<4

d) 3y+4<448

e) 5x+17>9x+1

f) 6x+4>5x+8
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2) Asapdaki esitsizliklerin dogal sayﬂar kiimesinde qozumlerm
bulunuz. -

a) 3x-{—.1<x+4

b) 2x47T<x+3

¢) 5x-+4<6x+4

d) Tx+6<3(x+1)+2
e) 5(x+1)<4(x+1)+5
f) 3(x+1)>2(x+3)+1

Dogal Sayiar Kiimesinde Cikarma

Dogal sayilar kiimesinde ¢tkarma islemini ilkokul siralarindan beri
yapiyersunuz.  a, b, cEN i¢in a+c=b ise ¢ sayisina b ile a nin farka

denildigini ve. c==b—a ile gésterildigini de biliyorsunuz. Dogal sayilar -

- kiimesinin ¢ikarma iglemine gore kapah olmadigimi da hatlrlatmlgtlk.
Asagidaki iki soruyu cevaplandlnnu

1) Dogal sayilar kiimesinde tanimlanan ¢ikarma igleminin degigme
ozeliginin bulunmadigim bir ornekle gosteriniz. (a—b£b—a).

2) Dogal sayilar kiimesinde ¢ikarma igleminin birlesme ozeliginin
olmadigmi bir 6rnekle gosteriniz.

a—(b—¢)#(a—b)—c (a, b, cEN)

Garpmanin, gikarma tizerine dagilma 6zeliginin bulundugunu gos-

terelim. Dagilma ozeligi,
a(b—c)=ab-—ac dir.
Bunu ispat etmek igin,b—c=k olsun. Tamim geregince b=c+k d1r
Esitligin her iki yanini a lle qarpallm :
ab=a(c+k)
ab=ac}ak (Carpmanin tbplama ‘iizerine da-
gilma 6zeligi)
ab+(—ac)=ac+ak—+(—ac) (Bir say1 ile toplama ozehgl)
‘ ak=ab—ac (Sadelesme ozeligi)
a(b—c):ab—ac (b—c=k oldugu igin)
bulunur. v ‘ -

4-5. Aligtirmalar

Asapidaki- esitlikleri, gikarmanin 6zeliklerini kullanarak, ispatla-
ymniz. (Kullamlan tiim harfler dogal sayilar kiimesinin elemanlaridir.)

- (x—y) (xFy)=x2—y?

. (x—y)=x?—2xy+y?

. (x—y)3=x3—3x2y+ 3xy?—y3
(x—1)2=x2—2x-+1
(x—1)3=x3—3x?+3x—1

. 5(x+1)+3(x—1)=8x+2

SN U B W N =

Dogal Sayilarda Bélme

a.b=c, (a, b, cEN ve bs0) ise ¢ nin b ye bolimiiniin a oldugunu
biliyorsunuz. :

Bélme igleminin nasil yapildigim da biliyorsunuz. 148’in 4’e bélii-
miiniin nasil yapildigim hatirlaymz.

5.4=20 - 273:5 tir.

148 | 4 |
— 12 | 37 4.x=148
028 =  4.x=4.37
— 28 x=37
00

4-6. Alistirmalar

‘ 1. Dogal sayilar kiimesinin bélme iglemine gore kapalh olmédléml
bir drnekle gosteriniz.

2. Bolme iigleminin degisme ve birlesme &zeliklerinin olmadigmm
birer érnekle gosteriniz.

3. Bélme igleminin toplama iizerine dagilma ozeliginin bulunup
bulunmadigm:, yani;

a: (b—c):(a :b)+(a:c)
veya,

(b+c) ra=(b:a)+(c:a) olup olmadigm aragtirimz.)
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4. Carpma igleminin bolme iizerine dagilma 6zeliginin bulunma-
digm bir érnekle gosteriniz.

Kalanl: Bélme

122 sayisim1 5°¢ béliiniiz. Tam béliiniiyor mu? Kalan nedir?

122 | 5
— 10 (24 5.x=122
22 = 5x=120+2
— 20 122==5.24-12
2

v

122’ye béliinen, 5’¢ bélen, 24’ bélim ve 2’ ye de kalan denlldlglm
b111y0rsunu7

122=5.244-2
dir. Béyle bir bolmeye kalanh bélme denir.

al|b

Cc

K
Kalanh bélmesinde K kalam igin,

0<K<b, (KEN)

oldugunu sdyleyebilir misiniz? O halde yukanda verilen biilnieyi,

a=b.c4+K (O<K<b ve a, b, ¢, KEN)

bigiminde yazabilirsiniz.

/

a min b ile boliimiinde kalan K ise a—K dogal sayis1 b ile bolii-
niir. (Neden ?)

4-7. Ahstirmalar

1) 14257 42 ye béliiniiz. Bélim ve kalam soyleylmz

2) Dogal sayllar kiimesinin elemanlarm 5 ile boldugunuz zaman

elde edilen kalanlarin kiimesini yazimz.

3) Dogal sayilar kiimesinin elemanlarm 7 ile béldiigiiniiz zaman
elde edilen kalanlarm kiimesini yazimaz.

' olduguna dikkat ediniz.)
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4) 125 ve 256 sayilarim 9 ile béliiniiz ve kalanlarim bulunuz. 125
ve 256 y1 toplayarak 9°a béliiniiz ve kalanim bulunuz. Bu sayilarm her
birinden elde edilen kalanlarm toplamini da 9’a béliiniiz. Sayilarm top-

lammdan elde edilen kalan ile ayr1 ayr kalanlarm 9’a béliimiinden

elde edilen kalam kar§lla§t1r1mz

5) Yukaridaki 4. a11§t1rmada toplama yerine ¢arpmayl alarak aym
seyléri yapmz ve sonucunu kargilagtirmiz. (Carpmanm saglamasm
nasil yaptigmz hatirlayimsz.)

6) 1000’ kadar olan dogal sayilardan kag¢ tanesi 3 ile boliiniir?

7) 1’den 1000’e kadar olan dogal sayilardan kag tanesi 3 veya 7 ile
boliinebilir ?

(Yol gosterme : s(AUB)=s(A)+ s(B)— s(ANB)

A={x:x, 3 ile boliiniir, 1<x<1000}
B={x :x, 7 ile bolimiir, 1<x<1000} A

(4-2. Sekil)

8) 1’den’ 1000’¢ kadar olan dogal sayllardan kag tamesi 3 ve 7 ile
béliinemez ?

’

4-8. Dogal Sayilar Uzerine Ahstirmalar
1) x€EN, x45=T7 => x=2 onermesini ispat ediniz.
2) x€EN, 2x+5=11 => x=3 Onermesini ispat ediniz. .

-3) x€EN, 3x+41=8 Gnermesinin ¢oziim kiimesinin @ oldugunu is-
pat ediniz.

4) Carpma islemi yapmaksmm, ‘
3x.5=5.7.3 => x=7
oldugunu ispat ediniz.

" 5) x, yEN, x+y=x => y=0 oldugunu ispat ediniz.
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6) x, yEN ve x#0 igin,

: x.y=0=> y=0
oldugunu ispat ediniz.

7) x, YEN igin,

x.y=0 => x=0 veya ¥= =0
oldugunu ispat. ediniz. ~

8) x, yEN, x#1 i¢in,
‘ X.y=y = y=0

oldugunu ispat ediniz. (Yol : y,—.l y yazmiz ve sadelegtirme kogulunu :

diigiiniiniiz. )

9) x, yEN, x+y=1=> x=0, y=1 veya x-.l y=0 oldugunu
" ispat ediniz.

10) x, yEN, x+y=0 => x=0 ve y=0 oldugunu ispat ediniz;
11) 5x+4-82>23 ¢nermesinin dogruluk kiimesini bulunuz. (xEN).

12) 12—7x<4—3x egitsizliginin dogreluk kiimesini bulunuz. (xEN).

13) 2x>0,(x€EN) in dogruluk kiimesini bulunuz.
14) 3x+4-1<0,(xEN) esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
N 15) 1’den 900’¢ kadar 3 ve 5 ile bolimemiyen kag dogal sayr vardir?
- 16) (x—3) (x—5)=0,(x€N) esitliginin dogruluk kiimesini bulunuz.
17) x34+-8=0 e§1thg1n1n dogal sayilar kiimesinde ¢oziimiinii bulunuz.
(Yol : a®+b3=(a-+b) (a2—ab--b?) esitligi ve 7. ahgtirmayr kullaminiz. )
18) x34-27=0 esltllglnm dogal sayilar kitmesinde ¢6ziimiinii bulunuz.

19) 3x34-192=0 esitliginin dogal sayllar kiimesinde ¢éziimiinii bu-
lunuz.

20) Carpmanin etkisiz elemam: medir? ‘Dogal sayllar kiimesinde

¢arpmaya gore her elemanm tersi var midir? Agiklaymz.

4-2. Tamsayilar

Dogal sayllar kiimesinin toplama 1§lemme gore kapah oldugunu
biliyorsunuz. Toplama igleminin etkisiz (birim) elemam: var mdir?
Bu eleman nedir? O halde xEN i¢in,

0+ xm=x+0=x
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oldugunu ve buna sifirn birim (SB) ézeligi dediimizi hatirlaymz.
Dogal sayilar kiimesinde hangi elemanlarn toplamaya gére tersi vardir?

- Sifirdan bagka higbir elemanm tersinin olmadigma dikkat ediniz.

_ VxEN igin 0.x=x.0=0
oldugunu da biliyorsunuz. '

Dogal sayilarm kiimesinden daha genig ve toplamaya gore her ele-

manin tersini de kapsayan yeni bir say1 kiimesini tammlamaya ¢ahigahm.

Bir duvar termometresinin dlgegini diigiiniiniiz. Bu 6lgekte sifirdan
yukan ve asa@ dogru esit araliklarla 1, 2, 3, ... sayilan yazihdir. Hava
sicakhg1 bazen sifirn iistiinde, bazen de sifirm altinda bir dereceyi
gosterir. Derece sifirm iistiinde ise, sadece sayiy1 sdyleriz. Sifirm altinda
ise ya “sifirn altinda iig, bes, ...”” ya da “eksi iig, eksi bes, ...”” deriz.
Sicaklik 8 derece iken 4 derece diigerse, termometre 4’ii, 10 derece dii-
gerse termometre sifirn altinda iki’yi yani eksi ikiyi (—2) gosterecektir
deriz.

Birinci halde 8——4-=4 Ikmmsmde 8—10"u bir dogal say1 olarak
hesaplayamayiz.

Dogal sayilarin toplamaya gore tersi yokfur. Ornegin,
) 5+x=0
kosulunu saglayan bir xEN yoktur. Dogal sayilar kiimesine yeni ele-
manlar ekliyerek toplamaya gore her elemanm da tersinin bulundugu
yeni bir kiime olusturmaya galigahm. NXN kiimesinin elemanlarimn
ikililer oldugunu biliyorsunuz. Bu kiime iizerinde,
~={((m,n), (p,q)| m+g=n+p, m,n,p, gEN}
bagmtism tammlayalhm. Buna gére, 6rnegin,
© 4+412=T+9 olduu igin,
(4,7),(9,12)E~ veya (4,7)~(9,12)
dir. Bunun gibi
(2,5)~(4,7),(0,3)~(1 ,4) yazabiliriz.
NXN de tammlanmig ~ bagmtisinin,
i) ¥(m ,n) i¢gin (m , n)~(m , n) (Yansima)
i) (m,n)~(p,q)=> (p,Q)~(m,n) ‘ (Simetri)
i) {m,n)~(p, q) ve (p,g)~(r,5) => (m,m)~(r,s) (Gegisme)
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kosullarim gergekledigini gosteriniz. O halde bu (~) bagmtlsl bir denk-
lik bagmtisidir. Bu bagmti NXN yi denklik simflarma ayirir.

(4,10)~(6 ,12) oldugu i¢in bunlar aym denklik simfindandir.
Oyle ise (4, 10), (6, 12) ye denktir deriz. Bundan béyle “ ~ igareti

13 29

yerine “=" isareti kullanarak bunu (4,10) = (6, 12) biciminde

yazacagiz. Soz gelimi, :
(3.3)=(2,2)=(1,1)=(0,0)
(5,3)=4,2=(3,1)=(2,0)
(3,60)=1(2,5)=(1,4)=(0,3)

olduguna dikkat ediniz. Burada ikililerin terimlerini birer azaltarak
terimlerden birini sifira indirgeyebilecegimizi goriiyorsunuz.. O halde
her dogal say1 ikilisi, (0, 0), (m , 0) ve (0, n) bigimlerinde temsil edile-
bilen bir denklik smifina ait olur. Burada m ve n sifirdan farkh dogal

sayllan géstermektedir. (5,9), (7,2), (5,5) ikililerinin ait oldugu
denklik smiflarim1 bulunuz.
44, Tamim

m, n sifirdan farkh dogal sayilar olmak iizere (0 , 0), (m, 0), (0, n)
bigiminde temsil edilebilir biitiin denklik siiflarma tamsayllar denir.
Tamsayilar kiimesi Z ile gosterilir.

(7,4) ikilisi (3, 0) denklik smmfi, (5, 5) ikilisi (0, 0) denklik simifi
ve (7,11) lklhsl ise (0, 4) denklik simfi ile temsil edilebilen birer tam-
sayidit.

Tamsayilar arasinda toplama iglemini de soyle fammlayahm.

4-5. Tamm
Her m, n, p, q€N igin,
(m,n)+(p, 9)=(m+p,n+q)

dur.Bu tamima gére Grnein,
(3,0)+(0,1)=(3+0,0+1)=(3,1)=(2, 0)
(5,2)+2, D=(+2,2+1)=(,3)=@4,0) dr.

Simdi tamsayllar kiimesinde tammlanan bu toplama isleminin
ozeliklerini arastiralim.

. Cunku,
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i) (m,n)+(p,q)=(m+p,n+q)€Z (Neden?)
O halde tamsayilar kiimesi 4 ya gore kapalidur.

i) (m, n)+-((p» @)+(r,8))=((m,n)+(p, q))+(r, S)

Once parantez i¢indeki toplamalar: yaparak
(m, m)+(p+r, q+s)=(m+p,n+q)+(r,s)
elde edilir. Buradan da, f
(m+p+r, n+q+s)=(m+p+r,ntq+s)
olur. O halde 4 isleminin 'birleqme ozeligi vardwr.
iii) Birim elemam (0, 0) dir. Cinkii, V(m ,n)€Z igin,
(0, 0)+(m ,n)=(m ,n)+(0, 0)=(m ,n) dir.

iv) (m , n)€Z nin toplamaya gore tersi (n m) dir.

(m,n)+(n, m)=(n, m)+(m,n)=(m+n,n+m)=(0, 0) d.
O halde, ] :
(5,3)=1(2,0) m tersi (0,2),
(1,4)=(0,3) iin tersi (3,0),
(3,3)=(0,0) m tersi yine (0, 0) dir.
Bunlardan m=0 olmak iizere herhangi bir (m, O) m tersinin

(0, m) ve (0, m) in tersinin de (m , 0) olacagim goriiniiz. (0, 0) mn tersi .
de kendisidir. :

v) Z kumesmde toplama isleminin dégisme ozeliginin de bulu.n-
dugunu siz gosteriniz.

4-6. Tanmm

m, n, p, gEN igin,
(m ,n).(p , )=(mp+rq, mq+np) dir. -
Bu tamimdan yararlanarak
@2,5).(3,1)=((6+5,2+15)=(11, 17)=(0 , 6),
" (0,2).(0,4)=(0+8,0+0)=(8, 0)
A0, 0).(5,3)=(0+0, 0--0)=(0, 0)
(1,0).(0, 7)=(0+0,7+0)=(0, 7)
(0,4).(1,0)=(0+0, 0-+4)=(0, 4)

bulunur.
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Z.de toplam ve ¢arpim tamimlarma gore genel olarak,
(m, 0)+(n, ‘0)=(m+n , 0) |

(0, 0)+(m, 0)=(m, 0)

(m,0).(n,0)=(m.n,0)

(1,0) . (m, 0)=(m, 0).

(0,0). (m,0)=(0,0)

olfil%gy kolayca goriiliir. Burada m ile n sifirdan farkh doéal sayilardir.
Bu ifadeleri, bir de parantezleri, virgilleri ve virgiilden sonraki sifirlari
kaldirarak yazarsak, ‘

m-+n=m-+n

0+m=m

m . n=mn

1. m=m

0.m=0

oldugunu gériiriiz. ‘ ‘ .
Demek ki (0,0) ve (m,0) bigimindeki tam sayllar birer dogal

say1 gibi diigiinmekte bir sakinca yoktur.

Oyle ise (0, 0) ikilisini kisaca 0 ve (m , 0) ikilisinide m ile gostere-
biliriz, ' '

4-7. Tamm
mEN, m30 i¢in (m, 0) bigimindeki sayilara pozitif tam sayllaf
denir ve (m ', 0) veya m ile gésterilir. ‘
© (@, 0) tam says1 da 0 bigiminde yazhr.
Bu tanima gére (5, 0)=5, (7, 0)=7 dir.
(3,3)=0, (5 ,5)=0, (m , m)=0 dr.
- m3*0 igin bir (m , 0) dogal say: ikilisinin + ya gbre tersinin (0, m)
oldugunu biliyorsunuz. » '
Giinki, .
(m , 0)-(6, m)=(0 , m)+(m , 0)=(0,0)

dir. Bu esitligi bir de 4-7 tamimm kullanarak yazalhm.
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m+(0, m)=(0, m)+m=0

- olur. Séz gelimi,

44-(0,4)=0 dur.
4 ile toplam1 0 eden dogal say1 bulunﬁladlglnl biliyorsunuz. Ohalde

- (0, 4) tam sayisi, daha genel olarak m#0 i¢in (0, m) bi¢imindeki tam:

sayilar, dbgal say1 gibi diigiiniilemezler. Bu bigimdeki sayilar i¢in yeni
isimler ve yeni semboller bulacagiz.

4-8. Tanim
m#0 igin (0, m) biqimi_ﬁldeki sayilara negati{ tam sayilar denir
ve (0, m) veya “m ya da —m ile gosterilir. '
Bu tamma gore
(0,4)=—4, (0,1)=—1, (0,2)=—2 dir.
Tamsayilar kiimesini Z ile gostermigtik. Bu kiime,
Z={...,—3,—2,—1,0,1,2,3, ...}
dir. O halde bir tamsayl, ya negatif ya sifir ya da pozitiftir ve ancak
bunlardan birisi olabilir. Pozitif tamsayilar kiimesi N+ ve negatif tam
sayllar kiimesi N~ ile gosterilir. Buna gore,
' Z=N-U{0}UN+
bigiminde de yazhr. ' oo

Bir say1 ekseninde bir noktay:r 0 ile gésterdikten sonra sifirdan
saga dogru birer birim ara ile 1, 2, 3, ... dogal sayilarisaretledigimizi
ve sifirm diger yanmin bos bulundugunu hatirlaymiz. $imdi de sifirdan
sola dogru da megatif tam sayilar1 birer birim ara ile isaretleyelim.

(4-3. Sekil)

A
~

(4-3. Sekil)

Béylece her tam sayiya say1 ekseninin bir ve yalmz bir noktasi
karsi gelmis olur. Acaba say1 ekseninin her noktasma da bir tamsay:
gelmis olur mu? Cevabimiz hayir olacaktir. :

Tleride tamsayilar kiimemizi de genisleterek say1 ekseninin agikta
kalan noktalarina kars: gelecek sayilarr da elde edecegiz.
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Simdi tamsayilar igin tammladigimiz 1§lemlere alisabilmek 1qm
baz1 érnekler veriyoruz.

(—D+( 5 )=(0, D)+, 0)=(0, 2)=—2
(—4)+(—8)=(0, 4)+(0 , 8)=(0 , 12)=—12
(—1) . (=3)=(0,1).(0;3)=(3, 0)=3
(—2) . (4)=(0,2).(4,0)=(0, 8)=—8
(1).(=3)=(1,0).(0,3)=(0, 3)=—3
(3). (2)=(3.,0) - (2,0)=(6, 0)=6

Daha genel olarak su érnekleri inceliyelim.

| . m ,n€EN ve m+#0, n#0 igin,

m.n=(m,0).(n,0)=(mwn,0)=m.n

H : (—m) . (—n)=(0,m) . (0, n)=(mn, 0)=m.n
i (—m) . (n)=(0,m) . (n,0)=(0, mn)=—mn
(m) . (—n)=(m ,n). (0,n)=(0, mn)=-—mn

Gériiyoruz ki iki pozitif veya iki negatif tam saymm ¢arpim pozitif,
* bir negatif say ile bir pozitif saymm ¢arpim da negatiftir.

Z kiimesinde carpma isleminin baz 6zeliklerini arastiralim.
4-1. Teorem

i) Z kiimesinde ¢arpma isleminin birim elemam 1 dir.
ii) Carpma 1§lem1n1n deglgme ozeligi vardir.
Ispat : ‘ co T
i) x€Z ise x=0 veya XEN— ya da x€EN+ dir. Her ii¢ halde de

bigiminde yazp,

- lox=(1,0).(m, n)=(m , n)=x
elde ederiz. . i

ii) x, y€Z ve x=(myn); y=(p, q) alarak
‘ X.y=y.x o

oldugunu siz ispatlaymmaz.

teoremleri verelim.

l.x=x.1=x oldugu gésterilebilir. Daha kisa olarak xEZ yi x=(m , n) |

Z kiimesinde garpma ve toplamanm . klsaltma 6zeliklerini gésteren- -
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4-2. Teorem
i) ¥x,y, z€Z igin
x+y=x+tz=> y=z
i) x,y, zEZ ve z#O,‘
X.z=y.z=> x=y dir.
Ispat :
i) VXEZ nin toplamaya gore tersinin bulundugunu biliyoruz.
Yani x€Z igin x-+(—x)=—x+x=0 dir. Hipotezden, -
| x4y=x-+z |
dir. Esitligin iki yamma x’in tersi olan —x’i toplayalim. Boylece,
—x+(x+y)=—x+(x+2) ,
(—x+x)+y=(—x+x)+z (Birlesme ozeligi)
04+ y=0-+z o
s

elde edilir.

ii) Vx,y,2,€Zyix=(m,n) , y=(p, q) , z=(s , t) bi¢imin-

de alalim. z5£0 oldugundan st dir. Hipotezden,
X.Z=y.z
(m ,m)(s, t)=(p, q)(s,t)
dir. Carpma yapilarak, .
(ms+nt , mt-+ns)=(ps+qt , pt+qs)
elde edilir. Burada = isareti ~ anlaminda oldugundan,
ms+nt-+pt-+gs=mt-+ns|ps+qt

yazhr. st oldugu igin ya s<{t yadas>t d1r s>t oldugunu varsayallm
N deki ozeliklerden,

(m-+q)s+(n+p)t=(n+p)s+(m+q)t

~ bulunur. N deki gikarma igleminden ve ¢arpmanin cikarma iizerine

dagilma 6zeliginden sirayla,

(m+q)s—(m+q)t=(n-+p)s—(n+p)t |

ve,

(m+q)(s—t)=(n+q)(s—t)
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ve buradan da ¢arpmanin sadelesme 6zeliginden,
m+q=n-+p
yahut, :
(m’,n)=(p, q)
'i xX=y
elde edilir.
Tamsayilar iizerinde toplama ve ¢arpmanm degisme ozelikleri bilin-
diginden bu teoremle ispatlanan sadelestirme ozeliklerini sagdan veya
soldan kullanmakta sakimca yoktur. '

\

Ornegin, x,y€Z igin,
x+3=x+y => 3=y,
x+y=—2+y => x=—2,
x7#0 ve 5.x=y.x => 5=y,
—3x=—13.5 => x=5
dir.

4-8. Tamim
Vx, y€Z igin,
x—y=x-+(—y)
x ile y nin fark:i ve férk alma islemine de (;lkarma denir.

Bu tammdan, x ten .y’ yi gikarmak demek, x’¢ —y yi yani y nin
+ islemine gore tersini toplamak demektir. Buradan tamsayilarm
¢ikarmaya gére kapal oldugunu da anhyoruz. Ornegin,

5—3=5+4+(—3)=2,
3—5=3+(—5)=—2,
(—3)—5=—3+(—5)=—8, |
(5)—(—B)=—5+(—(—3) )=—5+3=—2
dir. - -
Z’de tammlanan ¢ikarma islemi N’deki ¢ikarma igleminin bir
geniglemesidir. Ciinkii, x, yEN ve x >y igin,
- z=(x—y)EN

dir. Buradan,

x=y+z
yazar ve bunun her iki yamina —y eklersek,
x+H(—=y)=y+{—y)=2z
bulunur. Demek ki, ’ ,

z=x+(—Y)
dir.

" Simdi tamsayilarla ilgili baz teoremleri ispatlarmi yapmadan
verelim. ‘

4-3. Teorem
i) Vx€Z igin,
—l.x=—x
ii) Vx, y€EZ igin,
x. (—y)=—(x. y)
iii) Vx,y, zEZ igin,
x(y—z)=xy—xz
iv) Vx, y€Z igin,
—(x—y)=—xty
dir.
44, Ornek ‘ j
1) —1.3=—3 , —1.(—3)=—(—3)=3
2) 2.(—3)=—(2.3)=—6
(=2)(—=3)=—((—2)(3))=—(—06)=6

3) —3(5—2)=(—3)(5)—(—3)}(2)=—154+6=—9
2(—5—(—T))=2.(—5)—2(—T7)=—10+14=4

4) —(8—5)=—=845=—3
2T =D (D) =2—T= S

Tamsayilarda Siralama

Dogal sayilarda oldugu gibi tamsaylarda da siralama vardir.
Bunun tammim gdyle veriyoruz :
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4-9. Tarnum
Vx, yE€Z i¢in,
x-tz=y

kogulunu saglayan bir zEN+ varsa “x y den.kiiqiiktiir” denir ve bu
x<y bi¢iminde yazlr. ‘

Dogal sayilarda oldugu glbl x<y ile y>x aym anlamdadlr Bu

tanimin,

y—x>0 <> x<y
tamm ile denk olduguna dikkat ediniz.
342=5=> 3<5 (5—3<0)
—34+2=—1=> —3<—1 (—1+(+3)<0)
A t4=0 = —4<0
0+1=1=> 0<1
—548=3=> —5<3
tir. Simdi tamsayilardaki siralamanmin Gzeliklerini belirten teoremi

veriyoruz.

4—4. Teorem
i) x,y, zEZ i¢in,
X<y <= xtz<y+z
ii) x,y, z, v€Z i¢in,
x<y 2 ZV => x+z<<y+tv

iii) x,y, zEZ ve z>0 igin,
X<y <=> X.Z2<y.%

iv) x,y, 2€Z ve z<0 igin,

x<y <> X.Z>Y.Z
dir.

Teoremin ispatim yapmayip bu ézeliklerle ilgili Srnekler veriyoruz,
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4-5. Ornek

1) —5<—3 <> —5+4<—34+4 <= —l< 4]
2) 2<—lved<5= 24+4<—145 = 24
3) —8<—3 <= 3.(—8)<3(—3) <> —24<—9
4) 4<5 <> —2.4>-2.5 <= —8>—10>

Tam sayilar kiimesinde bélme 1§lemmm tammmi da asagidaki
bigimde veriyoruz.

4-—10 Tamm

X, YEZ ve y;éO olmak iizere y.z=x kogulunu saglayan bir z€Z
varsa buna x’in y ye bélimi denir. Ve z= — lelmmde yazilip “x’in
y’ye boliimii z’ye esittir” diye okunur.

Bu tanim geregince,

7.5=35 => 7=3—55- veya 5=$ ,

(—3p=—12 > —3= "2 veya 4= 2

4
0
0.8=0 => O=F (y#0 sartim hatirlaymiz.)
0
0.(—2)=0 = 0=?2-
(—2)(—5)=10 = —2=—ii5 veya —5= l_()2

bulunar. x.5=28 kogulunu saglayan' x€Z var midir? O halde tam
sayllar kiimesi bolme iglemine gore kapalh midir?

Aym isaretli tam sayilarin garpimlarinin pozitif, zit isaretli tam
sayllarin garpimimin da negatif ettigini biliyorsunuz. Bélme tanimim
kullanarak bu durumun bélme igin de aym oldugunu yani,

i) Aym isaretli iki tam saymin bolimii (varsa) pozitif,

ii) Zat isaretli iki tam saymm boliimii {varsa) negatif olduglmu
gosterebilirsiniz.
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Tam sayllarln timii pozitif olmadig igin bunlarn toplamaya gore
terslerinin tiimii de negatif olamaz. Ornegin, 5’in toplamaya gore tersi
—3, —7’nin toplamaya gére tersi de 7 dir. Genel olarak a tam sayis:
0 olmadik¢a a ve —a dan biri pozitif iken digeri negatif olur. Bir a tam
sayisimun pozitif mi, negatif mi oldugunu bilmeden pozitif olarak almak
sakmncali olur. Bu nedenle bir saymin ‘“mutlak degenm” su bigimde
tamimlanz,

4-11. Tamm
Bir a tam sayisiun mutlak degeri |a| bigiminde gosterilir ve

a>0 = l]aj]=a
ve,

a<0 => |aj=—a
dir.
Bu tanima gore Brnegin, ‘
01=0., |5]=5 ve |—5|=—(—5)=5.
dir. Genel olarak a7#0 ise [a|> 0 olacagma dikkat ediniz. O halde
a7#0 olmak iizere her a€Z igin [a| pozitif ve —|a| nefgatiftir.

Simdi mutlak (salt) degerle ilgili iki teorem ispatlayahm.

4-5. Teorem
Va€Z igin —la|<a<[a| dur.
ispat : '
i) a0 => a=[a| ve —|a|<0 oldugu icin,
(ar-—-O‘ igin egitlik olur.)

 —lal<0<a=al
dir.

i) a<<0 => a=-—|a| ve a0 oldugu igin,
0<|a| dir. Bu durumda da,
' —Jal=a< 0<]a|
olur. O halde her a€Z igin,

‘ —la|<aa)
dir.

4-6. Teorem
a, bEZ igin |ab|=|a|.|b| dir.

Ispat : _

Bes hali gozoniine almak gerekir.
i) 0<a,0<b  iv) a<0,b<0
ii) 0<a, b<0 - v) a=0,b=0

iii) a<<0, 0<b

“ "9

i¢in, a=|a| ve b=|b| dir. 0<ab olacagindan, ab==|ab| olur.
O halde jabj=ab=/{a|. |b| dir.
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lqm a=|a| , —b=|b| dir, ve ab<{0 olacaglndan, |ah|——(ab)
olur. O halde |ab|= (ab)—a(—b) {a] . [b| dir.

‘Diger haller bénzer bi¢imde ispatlamr.

. 4-6. Ornek
x+1|<2 esitsizligini saglayan biitin tamsayilar: bulunuz.
Coziim : Burada ki hal olabilir. |
i) 0<x+1
ii) x+1<0
“” hali: 0<x+1 => |x—|—l| x+1 yazabiliriz.
0<x+1 ve [x+1[<2 <= 0<x+1<2 <= —1<x<1

“ii”” hali: x4-1<0 ise [x+1j=—(x+1)

O halde,

x+1<0ve [x+1]<2 <= 0<—(x+1)<2 <= —3<x<—1
Iki hali birlestirirsek,

x+1]<2 <> —3<x<] elde edilir.
O halde ¢oziim kiimesi {—3, —2, —1, 0, 1} dir.
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4-9. Ahstirmalar

1) Asagidaki esitlikleri ¢oziiniiz.

a) 5x—2<13 S (xeN) :
b) 5x—2<13 - (x€Z)
o) 4y—T<2y+3 (vEN)
d) 4y—7<2y+3 (y€Z)
e) 4x—1<2(x+1) (x€Z)
f) 5<Tx—2<12 ‘ (x€Z)
g) y—1<2Zy—3<y+1 (v€Z)

2) Asagdaki denklem ve e§1t51z11k1er1 ¢oziiniiz. (Harfler tam-
sayilan ifade etmektedir. '

a) |x|=3

b) |yl<4

¢) |x+4|<—1
d) 2x+1|=3

e) [Mx—1|—T7=0
f) ]x—+—3]<'7 :

g) 5+Ix+6|<8

~ Tamsayilarda Ozelikler -

“Negatif olmayan tamsayilar” dedigimiz zaman dogal sayilarn
anlatmak isteriz. a , bEN ve a<b iken &yle bir n€EN* bulunabilir ki,
n.a>b olur. Bu ézelik tamsayilar igin de vardir. (Arsimet 6zeligi).

Dogal sayilarm en kiigiik bir eleman1 buluhdugu halde tamsayllar
kiimesinde bu 6zelik yoktur. Oregin, negatlf tamsayilar bir “en kiigiik
eleman’ a sahip degildir.

Tamsayilar birbirlerine yeteri kadar yakin degildirler. Yani a ve b
farkl iki tam say1 ise a— b degeri 1’den daha kiigiik olamaz. Bu nedenle
N ve Z kiimelerine seyrek kiimeler denir.

Halbuki gelecek béliimde gérecegimiz rasyonal ve reel say1 kiime-
lerinin bu 6zeligi yoktur. Herhangi iki rasyonel veya reel say1 arasmda

daima yeni bir rasyomel veya reel sayr bulunacagmdan bu kumelere
yogun kiimeler diyecegiz.
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Tamsayilar kiimesinin temel 6zeliklerini bir liste halinde verelim.

Esitlige iligkin ozelikler @ \

1) a=b veya asb  (Iki hal obzeligi)

2) a=b ise b=a (Esitligin simetri 6zeligi)

3) a=b<=>a-tc=b+c (Toplamanm sadelesme ozeligi) (TS)

4) a=b<—:>a'.c#b:c(c#0) (Garpanin sadelesme ozeligi) (GS)

5) a+b=b+a (Toplamanin degisme ozeligi) (TD)
6) a+(b+c)=(a+b)+c¢  (Toplamanm birlesme ozeligi) (TB)
7) a+0=0+a=a (Sifirmn. birim -6zeligi) v (SB)
8) a.b=b.a (Carpmanin degisme ozeligi) (CD)
9) a.(b.c)=(a.b).c (Garpmanmn birlesme 6zeligi) (CB

10) 1. a=a.l=a

)
(Bir’in birim eleman ézeligi) = (BB)
11)'a . (b+c)—ab+ac (Carpmanin toplama iizerine dagilma 6z. ) (D)

E§1t51z11klere iliskin 6zelikler :
1) a,b tam sayilan igin a§ag1dak11erden bir ve yalmz biri dogru-

“dur, (Ug hal dzeligi)

v a=b,a>b,a<b ,
2) a<b,b<c l=;> a<e (Gegisme bzeligi) | (G)
3) a<b <> .a—+—c<b—l-'c (Bir say1 toplama veya sadelestirme
ozeligi) (S)
4) a<b,c>0 <=> ac<bc (Carpma veya ¢arpmanm sadelestirme
a<b,c<0 <=> ac>bc ozeligi) (CS)

5) a ,B€N+ ve a<b ve m.a>b kosulunu saglayan bir n pozitif

- tam saysi vardir. (Arsimet 6ze1igi)

_ 6) a,bEZ ve az£b ise 1|a—Db| dir. (Seyreklik zeligi)

4-10. Abhstirmalar

1) Asagida ~ baglantuis: ile baglanan ikililerde noktah yerlere
uygun dogal sayillan yazmz.
a) (3,5)~(.,8)
b) (7, .)~(11,15)
c) (0,2)~(4,.)
8 (5,0~@, )
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2) Asagida ~ bagntisi ile bagh ikililerde x’i bulupuz.
a) (x,3)~(6,2x)
b) (4, 2x)~(5x, 3)
¢) (3,%)~(3x,13)

d) (0,5)~(x,6)

3) Asagdaki toplama ve ¢arpmalarn yapimz.
a) (8,3)+(5,6) |

b) (4,8)+(3,5)
¢) (7,3).(3,7)
d) (0,1).(3,4)

4) Asagida ~ bagmtis: ile bagh iglemlerdeki x’i bulunuz.

2) (4,9)+(5, 3)~(8 , 6)+(12 , %)
b) (8,6) . (3,5)~(7,5) . (x,4)
5) (a,b)~(c, d) ve (p,)~(s,t) olduguna gore,
i) (a,b)+(p, P=(c,d)+(s,1)
iii) (a,b) . (p,g)~(c,d). (s,1)
oldugunu gosteriniz.
6) Carpmanm tammini kullanarak,

(—3)2=9 , 02=0 , (—2)(—3)=6

; oldugunu bulunyz.

7) Vx,y€Z igin, ‘
CX. y_.O <=> x=0 veya y—O

oldugunu ispatlaymz.

8) Z de verilen agagidaki ac,'lk Onermenin dogruluk kumesml
bulunuz. (7. aligtirmadan yararlanimz.)

(x+3) . (xf1)=0

9) Z de verilen asagidaki agtk 6nermenin dogruluk kiimesini
bulunuz.

—2(x+1) . (2x——6) « (4x—1)=0
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10) x€Z igin,
x=—x <> x==0

‘oldugunu.kanitlayimz.

11) V¥x,y€Z igin,
—(2x+3y—5)=—2x—3y+5

oldugunu gosteriniz.

12) Vx€Z igin,
(—x)2=x2
oldugunu ispatlaymiz.
~ 13) Z de gikarma igleminin degigme 6zeligi olmadifim gosteriniz.
14) Vx€Z igin,
a) x220
b) x2>x
oldugunu ispatlaymz.
15) Z de,
x243=x ,
agtk 6nermesinin dogruluk kiimesinin bos kiime oldugunu gésteriniz.
16) a, bEZ igin,
a) (a——b)(a2—{—ab-I—b"")—a"—b3
b) (a+b)(a®—ab+b2)=ad34b?
oldugunu gosteriniz.

17) Z de verilen agagidaki agik “énermelerin dogruluk  kiimesini
bulunuz. (16. ahgtirmadan yararlanimz.)

a) x341=0
b) x3—27=0
c) x3=8

d) 2x3=—16

18) f: Z— , f(x)=.-——x fonk51yonun11n bire-bir brten oldugunu
gosterlmz -
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" 19) Z’de verilen a§ag1dak1 agik onermelerin dogruluk kiimelerini 4-3. Modiiler Aritmetik

‘i _ bulunuz Tamsayilar iizerinde tammlanmis B={(x, y)x—y, 5 ile boliiniir,
| #) 2x—8<3 ) sx1>1 i bagariema, gore donkllk soutiorms Z;ﬂ;?&ﬁi bigimde. goste.
3 b) 3x+2>14 ’ e) 1<x—2<8 relim. _ goste
| c) 3x+2>12 f) 2<x+4+3<7 _ C
‘} ‘ -0 {...,—1s, —10, —s5, 0, 5, 10, 15, ...}
3 20) Asagda verilen egitsizliklerin’ dogruluk kiimelerini bulunuz. T ={..,—14, — 9, 4,1, 6, 11, 16, .. .Y

a) [x—2|<7 d) x—11=>2 2= {..,—13,—8,—3,271217 ...}

b) |x+1]<4 e) 2<|x+1|<5 3={..,—12,— 17 -2, 3,813,18, ...}

e) [x+7]>3 , 1) 314 4= {..,—11,—%6 —1,4,9 14,19, ...}

‘21 Va€Z igin, Bu smiflarin her birinde bulunan elemanlarin 5 ile bélimiinden

“|3.< a</a] : . , ~ elde edilen kalanlarm kendi simfim verdigini goriiniiz. Séz gelimi 18 , 5
oldugunu gosteriniz. ile béliiniince kalanmi 3 tiir. O halde 3 denklik simfim vermektedir.
Biz, aym simifta olan iki elemanmn denk olacagim biliyoruz. Ornegin,

Tamsayilar Kﬁmesinde Kalanh Bilme 13 == 18 dir. 5’in ka_lgn sinifina gore denk oldugunu géstermek icin de,

13 =18 (mod 5)

Dogal saylar kiimesinde kalanli bélmeyi incelemistik. :
i ‘ . blqlmlnde yazar ve ‘5 modiiline gére 13, 18% den.ktlr diye okuruz.

a b Simdi konuyu genellestirelim. Z tamsayllar kiimesi ve m de herhangi
bir pozitif tamsay1 olsun
P :
K B={(x,Y) | x—y , m ile boliiniir, x , y€Z} .

bagmtismm bir denklik bagmuisi oldugunu gosterebiliriz. Burada

biqimindéki kalanl bslmesini, denklik siniflarimin kiimesi

a=b.p+K , (0<K<b)

(0,1,2,3, ..., (m—I)}
bigiminde yazlabilecegini de biliyorsunuz. :

dir. Pu kiimeyi Z/m olarak gﬁsterecegii. Sﬁzgelimi,

a saywst b ile boliindiigi zaman K kalamm veriyorsa a-K nin b
ile kalansiz boliinecegini de biliyorsunuz. Ornegin, 17°yi 3’ bildiigiiniiz

zaman kalam 2’dir. O halde 17—2=15 artik 3 ile kalansiz béliinecektir. i - ' Z/4 = {0, 1,32,3 }
. - i 3 . d. . R
i 3. bélimde tamsayilar kiimesinde B={(x , y)|x—y iig ile boliiniir, 7 " . : :
\ ~ x,y tam sayilar.} olarak verilen bir bagmmtiy1 incelemis ve bir denklik ] Z/m kiimesine m’nin kalan smiflarmm kiimesi de denir. (u, v)ER
o bagintis1 oldugunu gérmiistiiniiz. Bu denklik bagmuismm denklik sinaf- i ‘ise yani u ile v ayni smmifin eleman ise, '

i larmun kiimesi ile tamsayilarmm 3 ile boliimiinden olusan kalanlarin
' kiimesini kargilagtiromz. Her iki kiimenin de {0, 1, 2} oldugunu
gordiiniiz mii ? ‘ blqlmmde gostenhr Sozgelimi,

u=v (mod m)
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3=18 (mod5) , T=0 (mod 7),3 =24 (mod7)

Burada 18 5’ béliince kalanm 3, 7’yi T’ye béoliince kalanm 0 ve 247
7 ile boliince kalamin 3 olduguna dikkat ediniz.

Z/m kiimesine ait iki onemli dzeligi gosteren su teoremleri ispatla-
yalim.
4-7. Teorem
x,y,zE€Z i¢in,
xlzy. (mod m) ve z=v (modm) ise,
‘ x.z=y.v (mod m)
dir.
i'spat :

x =1y (mod m)=> =p ,p€Z => x—y=mp

X—y
m
z—V

=k ,k€Z = z—vi=mk .

m .

z=v (mod m) =

dir. Bu egitliklerin aym1 yanlarim toplayabiliriz.
(o)t () =mp+mk

(x+2z)—(y+v)=m(p-+k)
bulunur. Buradan, '
(x+z)'; y+-v) =(p+k)EZ =>x+47 = y+v (mod m)
dir.
Sozgelimi,

27=>52 (mod5) ve 8l1=6 (mod>5) ise
toplamlan, 108 = 58 (mod 5) yazabiliriz. |

4-8. Teorem
x,y,zEZ igin,
x=y (modm) ve z=v (modm) ise,

x.z=7y.v (mod m)
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Ispat :

X—
x= (mod m)=> my =k , k€Z =>x—y=mk =>x=y-}+mk

zZ—V

z=v (mod m) => =p, p€Z => z—v=mp => z=v-+mp

Bu esitlikleri taraf tarafa ¢arpalim.
x.z=(y -+ mk)(v-mp) |
‘ x.z=y.v+mpy+m2pk
x.z=y.v+m(pj+kv+mpk)
x.z=y.v-+m(py-+kv-+mpk)
(py+kv+mpk=q€Z) dir. Buradan,
z.Z—y.v=mq yaﬁi xz—yv , m ile boliiniir.
Béylece,
x.z=y.v (mod m)
elde edilir. 7 }
Bu teorem geregince, .
95 =16 (mod9),15=24 (mod9) ise,
25.15=16.24 (mod 9) dur.

Daha 6nceki smiflarda yaptigmz ¢arpmanin saglama iglemi bu
teoreme dayanir,

48
X 14 3
192
+ 48 6 6
672
| S
48 =3 (mod 9) ve 14 =5 (mod 9)
48x14 = 3x5 (mod 9)
672 =15 (mod 9)

6=56 (mod 9)
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Ancak carpma yanhs oldugu halde saglamanm dogru ¢ikmasi

mimkiindiir. Yukaridaki ¢arpma, 48x14=762 geklinde yanhs hesap-
lansa bile saglama yine dogru olur. Neden? (762 ile 672’nin (mod 9) a
gore denkhk smiflarim aragtirimz. )

24x62=1488 ,

24x62=1452 ,

24x62=4188
¢arpmalarmdan 9’la saglama iglemi yaparak hangisinin yanlg oldugunu
soyleyebilir misiniz? Neden?

ispatlm verdigifniz bu iki teoremden yararlanarak denklik simuf-
lar arasinda toplama ve ¢arpma iglemleri igin gu tamimlan verebiliriz.

4-12. Tamm
P » 9€Z/m ig¢in,

P®d=p+q ;s POT=P.q

dur.

Bu tamima dayanarak Z/3 igin toplama ve g¢arpma tablolarmm
yapahm.

Z/3={6,T,§}

Ayni bigimde Z/5 i¢in toplama ve g¢arpma tablolarm yapalm.

Z/5={0,1,2,3,%}

ol 01323 3 0|09 T 23 I
79123 3 9|9 009 0
T|TZT3 %70 1|91 23 1
3123701 70327713
3/37071 3 T|03 173
13071323 I|lo713 2T

Siz de, Z/4 ve ‘Z|7 ig¢in toplama ve qérpma tablolan yapimz.
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4-7. Ornekler

1) 3® un 5 ile béliimiinden elde edilen kalam1 bulunuz.

3=3 i (mod 5) ,
32=1 (mod 5) (Neden)?
(3)n=1 ~ (mod 5)
348 = (mod 5)
39.3=1.3 . (mod 5)
31 = * (mod 5)

O halde 3% un 5 ile biiliimiinden kalan 3’tiir.

2) 72 in 9 ile béliimiinden elde edilen kalam bulunuz.

1T=17" " (mod 9)

72 =4 (mod 9)
T=1 (mod 9)

78 =4 (mod 9)

e =1 (mod 9)

718 78 =74 (mod 9)

T#=1 (mod 9)

8. 1=1.17 (mod 9)

7% =17 (mod 9)

O halde 725 in 9 ile béliimiinden kalan 7 dir.

4-11. Alstirmalar

1) 4% in 5 ile béliimiinden elde edilecek kalam bulunuz.

2) 3% in (mod 7) ye gbre denk oldugu bir sayr bulunuz.

3) 73 in 4 ile bslimiinden elde edilen kalam bulunuz.

4) 8% in 6 ile‘bﬁliimi.inden elde edilen kalam bulunuz.

5) Bir saat kadram iizerinde {0, 1,2, , 12 } kiimesi ile saat-
lerde kullandigimiz toplama iglemine gore b1r toplama tablosu yapimz.
2/12 deki toplama ile karsilagtirmiz.

6) Saat kadranlm 5 pargaya bélerek yeni bir saat elde ediniz.
Bu saat iizerinde bulacaginiz yeni toplama igin bir tablo yapiz.

7) Sah giiniinden itibaren 25: giinii soyleyiniz.

8) Her ii¢ giinde bir saat nobet tutan bir er, ilk nobetini pazartesi
giinii tutmugtur. 4 iincii nébetini haftanin hangi giiniinde tutar?
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4-4. Matematik Sistemler

Bir kiime ile bu kiime iizerinde tammlanmig bir veya daha ¢ok
isleme sistem adim verecegiz. Sozgelimi, dogal sayilar kiimesi ile 4
iglemi (N', +) Lir sistem olusturur. (¢/5,8) (Z, ®, O) nin erbiri ma-
tematik bir sistemdir. Bu sistemler yardim ile sayilarnn yapilarm

~daha iyi anlyacaksimz. Konuya en genel ve aym zamanda en sade

olan grup kavram ile girecegiz.

igleminin tablosunu yapahm.

o| 0T 331
7|3 Tz231
T|T237°70
7123301
A R
I|7012%73

‘ i) Tabloda sadece Z/5 kiimesinin elemanlan vardir. O halde Z/5
kiimesi @ islemine gore kapahdir.

i) VX,¥,z€ %/5 icin biitiin olagan halleri deneyerek,
X0(707)=(X07)OZ

oldugunu' aragtirahm. (Biz sadece bir érnek aldik, biitin olagan hal-
lerin denenmesi gerekir.) ‘

;@(‘3@5)=@®§)@§

100=202
1=3

1

Bu 6zelik @ igleminin hangi 6zeligidir ?

iii) VXE Z/5 igin X®0=00%=X olmaktadir. O halde 0, @ isleminin .
‘birim elemamdr. T
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iv) 203=3®2=0 oldugu i¢in 2 ve 3 birbirlerinin tersi olmaktadur.

- Tablodan #/5 in her elemanmm @ ya gére tersinin bulundugunu griiniiz.

(?/5 , ®) sistemi yukarida a¢iklanan dért kosulu da saglamaktadir.

4-13. Tanim : Lo

Herhangi bir A kiimesi ve bunun elemanlar arasmmda bir “o”

iglemi verilmis olsun. A ve “o” c¢ifti su dort aksiyomu saghyorlarsa
(A ,0) sistemine bir grup denir. :

1) A kiimesi “0” iglemine gore kapalhdir. .

2) “0” igleminin birlesme ozeligi vardr. -

3) Vx€A i¢in xoe=eox=x kosulunu saglayan bir e€A wvardir.
{Bu e€A ya birim (etkisiz) eleman denildigini hatirlaymz.)
4) Vx€A i¢in xoy=yox=e kosulunu saglayan bir y€A vardir.

(Yani V€A nin tersinin bulunmas: gerektigini goriiniiz ve x’in tersinin

“x1ile gosterildigini hatirlaymmz. )

A;I{a,b,c,d}ve 0 a b ¢ d
a a b c d
b b c d a
c c d a b
d d a b ¢

A kiimesi ve bu kiimede “o” islemi tablo’da oldugu gibi tammlanms
olsun (A , o) sisteminin bir grup olusturdugunu gosteriniz.
4-14. Tanim .

Bir grupta islemin degisme o6zeligi varsa bu gruba’degigmeli grup
denir.

Yukanidaki gruplarm bir degismeli >g'r171p olduklar{m goriiniiz.

4-12. Alistirmalar

1) Z/4 iin toplama iglemine gére bir grup olugturdugunu gésteriniz.

2) 2/5 ile bunun iizerinde tamimlanan garpma igleminin bir grup
olmayis nedenlerini arastirmiz. )

3) Z/5—{0} kiimesi ve O isleminin bir grup olusturdugunu goste-

. riniz.
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4) Dogal sayilar kiimesi toplamaya gore neden bir grup‘ degildir?

5) Tamsayilar kiimesinin toplamaya giﬁ'e bir grup olusturdugunu

. gosteriniz.

6) “0” harig tamsayllar kiimesinin ¢arpmaya gore bir grup olus-
turmadlgml gosteriniz,

4-6. Halka

Bir kiimenin bir iglemle birlikte grup olabilmesi i;;in, belirli bir

‘isleme gbre ortaya konan kosullar saglamasi gerekiyordu. Bir grup
. lizerinde yeni bir iglem daha diisiiniip, bu iki islemle ilgili olarak ek

bazi kosullar koyarsak daha 6zel olan halka ve cisim kavramlarna
Variriz. '

Bu kiime tizerinde tammlanm1§ @ ve 0 1§lemleruu agagidaki tablolarla

‘belirtelim.
|0 1T 2 3 % L ®|0 1T 23 %
0/01 2 3 % 00000 0

wi pa|
[ 7CT I XCY |
] w] N
S| ) W
= o] s
[NCTI ] I
@] ]
ol o <@l
wl  pol el
] ] ol
) =] Wl
po| ol -

~

4

],
=1
el
Y]]
oo
LS
<l
w)

4

i) (A, ®) sisteminin degismeli bir grup. oldugunu gosterm1§t1k
(Birim elemam 0 dir). :

ii) A kiimesi O iglemine gore kapahdir.
ili) VX,y,2€A igin biitiin olagan haller denenerek,

x0(y0z)=(x0y)0z oldugu goriiliir.

Biz bir 6rnek verelim,

4 =1 tir.
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iv) O nin @ islemi iizerine sagdan ve soldan daglma 6zelligi vardir.
Vx, v, zEA i¢in,
x0(Foz)=(X0y)® (x0z) dir.

Sozgelimi,

§0T=_1®§
3=3  bulunar.
A kiimesi ve @, 0. isglemleri gruptan daha ozel yem bir sistem
olugturmaktadirlar.
4-15. Tamm

Herhangi bir. A kiimesi ile elemanlan arasmda 0 ,% islemleri ve-

rilmis olsun.

(A, o0, %) sistemi éu dort aksiyomu saglhyorsa, bu sisteme bir
halka denir.

1) (A,o)fsistemi degismeli bir gruptur. (Grubun birim elemam
0 ile ve x€A nin o iglemine gbre tersi —x ile gosterilir).

2) A kiimesi % iglemine gére kapahdir.

3) * i§l(;minin birlesme ozeligi vardir,

4) ¥ isleminin o islemi iizerine sagdah ve soldan dagllma ozeligi
vardir. ‘

Yukaridaki 6rnekte (A, ® , ) sisteminin halka aksiyomlarim
sagladigim goriiniiz ve bu érnege benzer bigimde, ‘

A = {a, b, ¢} kiimesi ve iizerinde,

o'I a bv c * a b ¢
a a b ¢ a a a a
bl b ¢ a _ b a

c ¢ a b o c| 4 ¢ b

iglerleri verlldjglne gore,

(A,0, *) sisteminin halka ak51yomlarm1 sagladigmi gosteriniz.
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4-13. Ahstirmalar
1) A= {a, b, c} ve

ol a b ¢ ‘ %] a b ¢
a a b ¢ a a a a
b{ b ¢ a : b a b ¢
c ¢ a b c a ¢ b

/vérildiginc gore, (A, o0, %) sisteminin bir halka oldugunu giis‘terinﬁz.

 2) A={0,T,2,3 } kiimesi ve bunun iizerinde agagidaki tablolarla
belirtilmis & ve O iglemleri verilmis olsun.

&l 01T 2 3 0|7 1T 3 3
0] 0T 2 3 0/0000
I/]1T 230 T|313 3
32301 2(9 203
313012 3/03 321

(A, ® , O) sisteminin bir halka oldugunu gosteriniz.

.3) 2. éllgtlrmada x02=0 acik onermesinin dogruluk kﬁmésini
bulupuz. (Bir halka iginde sifirdan farkh iki elemanin garpimmin sifir-
olabilecegine dikkat ediniz.

4) (Z, + ,.) sisteminin bir halka oldugunu gésteriniz.
5) 2/5 te 3x@2=4 agik énermesinin dogruluk kiimesini bulunuz.
6) (Z,+,.) halkasmnda ¢arpmanin birim elemanimn bulundugunu
goriiniiz. '

7) (A, o, %) bir halka ve ¢€A da (A, 0) grubunun birim elemam
olsun. Vx€A igin, '

- x ¥ e=eX x=e
oldugunq gosteriniz. (Yol gosterme : halka aksiyomlarindan,

eX x=e¥x -
(e % x)oe=(eoe) ¥ x
=(e % x‘)o(‘e * x)

esitliklerinin bulunacaglnl goriiniiz ve bundan yararlanimz.)

4-7. Cisim

Halkada oldugu gibi bir A kiimesi ve bunun iizerinde tammh

@ ve O islemleri verilsin. Sozgelimi,

A=‘{6, 1, 2, 3, lf} ve

|01 2-3 4 0|0 1 2 3 4
0{0 123 4 0[0 0000
1|T23 40 1|/017% 3 4
2123401 2102 413
313 40T 2 31031 4°72
i|2 07123 11012321

i§lemlei'i verilmiy olsun. Bu sistemin halka olmasmin yamsira, O isle-
minin birim elemanmnm varhgimni, 0 harig¢ her elemanmm O islemine gore
tersinin varligini ve yine O isleminin degisme 6zeliginin bulundugunu .

gosterebilirsiniz.

O halde (A,.Ga, Q) sistemi halkadan daha baska 6zel kosullan da
tasimaktadir, Simdi bunun gibi halkadan daha genis 6zelikleri bulunan

bir sistemin tammini verelim.

4—14. Tamm !

Bir (A, 0, %) sistemi su ii¢. aksiyomu sagliyorsa bu sisteme bir
cisim denir.

"1) (A, o) sistemi deZigmeli bir gruptur, (Birim elemam 0 iley ve '

VxEA nin tersi —x ile gosterilir.)

2) 0 diginda A kiimesi % iglemine gore degismeli bir gruptur. (Bi-

rim elemam 1 ile ve Vx€A min tersi x~1ile gosterilir.)

i
3) % isleminin o islemi iizerine dagilma &zelifi vardir.
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4-6. Ornqk
A= {a, b, ¢ d, e.} ve

o a b ¢ d e * a b‘(; d e
a a b d e a a a a a ‘a
bl b ¢ d e a b a b ¢ d e
c c d e a b c a ¢ e b d
d d e a b ¢ d a d e ¢
€ e a b ¢ d e a e d ¢ b

verildigine gore, (A, o, %) sisteminin bir cisim oldugunu gésterelim.
1) (A, o) sistemi degismeli bir gruptur.

Birim elemam a dir. (Neden?) Tablodan a nin tersinin a, b nin
tersinin e, ¢ nin tersinin d, d nin tersinin ¢ ve e nin tersinin b oldugunu
goriiniiz,

2) A kiimesinde “a” hari¢ {b, c, d, e } kiimesi ¥ islemine gére
degismeli bir gruptur. ’

3).* isleminin o iglemi iizerine sagdan ve soldan daéllina ozeligi
vardir. Burada bir érnek veriyoruz. (Biitiin miimkiin durumlarm ince-
lenmesi gerekecegine dikkat ediniz. )

b % (cod)=(b ¥ c)o(b ¥ d) , ,
b ¥ a=cod

a==a dir.
4-7. Ornek

Z/3 te 2x+1=2 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

-Z/3 te toplam ve garpim tablolarm yapalim.
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2x®1=2 denkleminde, 1 in toplamaya'gare tersi olan 2 yi esitlifin
iki_yanma ekleyelim, ‘

2x0le2=262

2x=1 v | olur.

Simdi de her iki yam 2 nin ¢arpmaya g&re tersi olan 2 ile ¢arpahm,

202x=201 ~ den
10x=2,
Cx=2 bulunur.

Coziim kiimesi {2} dir.

4-8. Ornek

2|7 de 4x®3=5 denkleminin ¢bziim kiimesi nedir?

4x®3=5 )
Ix®304=504 (Toplamaya. gore 3 iin tersi 4)
{
4x=2 (4 tn g¢arpmaya gore tersi 2 dir.)
204x=202
10x=4

x=4

bulunur. Oyleyse, ¢={4} diir.

4-14. Alstirmalar

1) (Z, +, .) sistemi bir cisim degildir. Bunun sebebini bulunuz.
2) (#/1, ®, O sisteminin. bir cisim oldugunu giisferiniz.

3) (2/4, ®, O) sistemi neden bir cisim degildir? Arastirmz.

4) Z/5 te hangi sayilarm kare kéokii yoktur?

-5) Z/3 te 2x+1=0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz. -
| 6) 2/71 de 5x+3=4 denkleminin gﬁziim kiimesini bulunuz.

7) 342 nin 5 ile boliimiinden elde edilen kalan kagtir?

- 8) Tok+2 (k€N) mn 5 ile béliimiinden elde edilecek kalam bulunuz.
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8) Z/5 te 34+2(4+3)+271+(—2) igieminin' sonucu. nedir?
a) 0 b) 1 2  d)3 e) 4

'DORDUNCU BOLUMLE iLGILE TESTLER

1) (N, 4) sistemi bir grup degildir. Bunun nedeni agagldakllerden

hangisidir? 9) Grupta (x o'y o z)~L, asagidakilerden hangisine denktir?
a) xloy~loz™! b) x7loz loy~1 c) y~loz lox™!

- 1y u—Tlgx—1
d) zlox—loy~! e) z~loy~Tox

a) N kiimesi-—l— islemine gore kapah degildir.
b) + isleminin birlesme 6zeligi yoktur.

¢) Birim elemam yoktur. - 10) |2x+3|<4, (x€Z) bnermesinin dogruluk kiimesi asafndakiler-

d) Her elemanm tersi yoktur. den hanglsldlr"

e) Degisme 5zeligi yoktur. . a) {__4 —3, —2, —1, 0, 1} b) {—3, —2, —1, 0, 1}
2) (Z, +,.) bir .cisim degildir. Bunun nedeni asagidakilerden c) {3, —2, —1, 0} ‘ d) {4, —2. -1 0,1}
hangisidir ? e) Higbiri.

a) (Z, +) degismeli bir grup degildir.

b) Z de . isleminin birlesme b6zeligi yoktur.
¢) Z de . isleminin birim elemam yoktur.
d) . igleminin + islemi iizerine dagilma ozeligi yoktur.
e) 0 hari¢ Z de . islemine gore her elemann tersi yoktur.
3) Z/5 te 3x+2=4:denkleminin ¢oziim kiimesi hangisidir ?
a) {0} b) {1} o} 43} e 4}
4) Z/4 te 2x+3=3 denkleminin dogruluk kiimesi hangisidir ?
a) {0} b) I} o {0,2} d) {0,1} ¢ 3}
5) 3125 jn 5 ile bélimiinden elde edilecek kalan nedir?

)0 b1 ¢) 2 d) 3 e) 4
6) 54 1n 6 ile béliimiinden elde edilen kalan nedir?
a) 1 b) 2 93 D4 o5

7) (%/4, ®, O) sistemi bir cisim degildir. Bunun nedenl §u,nlardan
hangisidir?
a) (%/4,®) degigmeli grup degildir.
b) Z/4 te O isleminin birim elemam yoktur.
¢) Z/4 te O isleminin birlesme 6zeligi yoktur. _ _
d) Z/4 te O igleminin @ iglemi iizeri‘ne'dagllma ozeligi yoktur. g

e) Z/4 te her elemanm O iglemine gére tersi yoktur,




.lamada bulunacakur.

BESINCI BOLUM

RASYONEL VE REEL SAYILAR

Bu bélimde tam sayilar kiimesini kapsayan ve --,. iglemlerine

gore cisim olan rasyonel ve reel sayilar kiimelerini inceleyecegiz. Bu'

sistemde sifirdan bagka her saymm ¢arpmaya gore tersi olacak ve sira-

~ 5-1. Rasyonel Sayilar

Z tamsayilar kiimesinin 6zeliklerini gordiiniiz. $imdi bu kiimeden
yararlanarak bagka bir K kiimesi tamimlayacagiz. K kiimesinin eleman-
lar1, ikinci terimi sifirdan farkli olan tamsay: ikilileri olacaktir. Ancak
bu ikililerle, bundan énceki kesimde incelenen ikilileri kamgtirmamak
igin virgiil yerine * :” koyacagiz. Séz gelimi, (7:-—5) ikilisi K nmn
bir elemam olacaktir. Kisaca K kiimesi P> 9€Z ve q+#0 olmak iizere

. (p : q) ikililerinden olusan bir kiimedir. Buna gore, (2 : —3), (6 : —3),

(—7:18), (1 : 2) ikilileri K nin elemanlardir. (0 : —1), (0 : 5) ikilileri de
K’da olacakuir. Fakat (5 : 0), (—1 : 0), (0 : 0) ikililerinin K nin eleman-

~lan olamiyacagma dikkat ediniz.

5-1. Tamm

K={p: 9Ip,q€Z ve q-£0}
kiimesinin her elemanma kesir denir. (p:q) kesrinden p’ye kesrin
payl, q’ya da kesrin paydas: denir. Sozgelimi,

(—5 : 3)€K oldugundan (—S5 : 3) bir kesirdir. Bu kesrin pay1
—> ve paydast 3 tiir.

Uyarma : Her p€Z igin (p : 0) bir kesir degildir.
Simdi K kiimesi iizerinde goyle bir ~ hbagmtlsx tamumlayalim

(p:g)~(r:s) <=> ps=qr
olsun. -
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Bﬁ tanmima gore,
(1:2)~(2:4) ve (—6:3)~(—12:6) dir. Cinkii 1.4=2.2 ve
—6.6=—12.3 tiir.

K iizerinde tammlanan bu ~ bagmuisimn bir denklik bagmtist
oldugu kolayca gosterilebilir. Gergekten,
1. Her (p : q)€K igin, ,
 (pro~p:q) <> pog=.qp dir
" O halde bu bagmt1 yansryandir.
2. Her (p:q), (r: s)€K igin,
C(p: q)N(r'\:/‘s) => (r:s)~(p:q) dur.
Ciinkii birinci taraf p.s=q.r anlaminda, ikinci taraf ta r.q=s.p an-
lamindadir. Tamsayilarda ¢arpmanin degisme ozeligi goz oniine almirsa
iki. tarafin esit oldugu anlagiir. O halde bu bagint1 simetriktir.
3. Her (p:q),(r:s),(t:u)€K igin,
(p:q)~(r:s) ve (r:s)~(t:u)=> (p:q)~(t:u) dur.
Gergekten, (p : q)~(r : 8) den p.s=q.r ve (r:s)~(t :u) dan r.u=s.t

bulunur. Elde edilen iki egitlik taraf tarafa ¢arpilarak p.s.r.u=q.r.s.t

egitligi bulunur. Tamsayllarda ¢arpmamn degisme ve sadelestirme

bzeliklerinden p.u=q.t bulunur. Bu ise, (p:q)~(t:u) demektir.
Boylece ~ bagmusinin gegisken oldugu da gésterilmis olur.

Bu denklik bagmtisimn K y1 denklik smflarma ayiracagm biki-
_yorsunuz. Soz gelimi, .
(1:3),(2:6),(3:9), ..., (x:3x), ...
ikilileri aym denklik sinifma aittirler. Yani,
(1:3)~(2:6)~(3 :9)~...~(x:3x)~...
dir. Bunlarm smifin1 kisaca,
{(x : 3x)[x€Z ve x5£0 }
bi¢iminde belirtebiliriz. )

292

Bundan béyle “~"" yerine “="" igaretini kullanahm. (p : q) yerine

1 2. :
de —E;- yazalim. Bung gore (1:3)~(2:6) kosulu 3=7% haline gehr..
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| | —
N Ayrlca.qEN"‘ igin :PTI yerine TP veya —% yazacagiz. Simdi ras-

yonel sayilarn tamimm verelim.

~.
a ¢ ad-be
5-2. Tamm L w+g="3a
Kesirler kiimesi olan K nin yukarida belirtilen ~ bagmtisimn a ¢ ac
ayirdign denklik simflarinin her birine bir rasyonel say1 denlr Rasyonel 2 b d bd

saylar kilmesi Q harfi ile gosterlir. NOT : Paydalan esit iki rasyonel saymmn toplam :

Bu tamma gire K nmn denk olan iki elemam (iki kesir) aym1 ras- a ¢ cb+be

yonel say1y1 gosterir. S6z gelimi T,"'*_ b~ b.b
1 14 2 _blato)
3 —_——4—2:?:.-.:3—,()(750) b.b
ﬁ £ . aym rasyonel sayidir, _ate
: , » b

5-1. Teorem olacagim goriiniiz. Paydalari esit olmayan rasyonel sayilarm toplammnda

payda esitleyerek bu ézeligi kullanimaz.
% €0, cEZ ve ¢£0 olsun.

Ornegin,
a  ca 5 3 10 3 13
= dir Tt T3
|: (Esitligin solundaki ifadeye sagmdakinin sadelestirilmisi, sagmmda-
i“; kine de solundakinin genisletilmisi denir.) 5-1. Ornekler ‘
i . : 1 343 6 2
Ispat : , a) ——+—=—9——'§‘=T
%.—_f-a}; <=> acb=beca (~Yani “="in tammi) | b 3, =5 i_*_ —0_-1
| ' R S S AL T 12
1 Ornesi 5
i | rmegin, 3 2
| —— —
9 T — 1
{1 16 1.16 1 0 -0.10 o0 12 0
I . 64 416 4> T-Ti10° 10 3 3 _RAA2_ 0
= ' | L L e N [
‘ yazabiliriz. '
, ! 3 —5 =15 —5
Simdi de rasyomel sayllarin toplama ve garpmalarmu gérelim. _ e) 476 24 8
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|

3 4 12

: 3 13

| ® 717

|

| 3 5 15 1
| b 5 3=5=T

Yukandaki (c) ve (f) Bmekleri.ndé oldugu gibi,

a b
bigimindeki rasyonel sayilarm toplamas: ve garpmasma dikkat edelim.
a b at+b
R Wl W
ry @ 0 a
| D rty=71
! :
ah o) a _h__ ab
1° 1T~ 1
. a 0 0
| “ : A Y
a 1 a
1T 171

, Bu Grneklerde gordiigiiniiz rasyonel sayilarn cizgilerini ve pay-
dalarindaki Yleri kaldirsak Z tamsayilar kiimesinin elemanlarmi ve
bunlarla ilgili toplama ve garpmamn 6zeliklerini elde ederiz. Oyleyse

a ..o '
T bigimindeki rasyonel sayilar: a tamsayilan olarak tammlamakta

higbir sakinca yoktur. ‘
Bu nedenle NcZ<Q oldugunu ifade edebiliriz.

Q da toplama ve garpmanmn birim elemanlan vardir. Bunlar: gos-
terelim.

Her %EQ igin,
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=X
oy L1y Ty
dir. O halde toplamamn birim elemam

(0:1), (0:2),(0:3), ..., (0:7) ..

denklik smifin1 temsil eden —(12— veya kisaca 0 dir. (r#0 oldugunu go-

riiniiz.) - Gene her —;—EQ igin,

X'l_l

X  x
Y ) 1 1 ._ Y y .
dir. O halde garpmamn birim elemam, (1:1) , (2:2), (3:3), .

ey

o (s : 8) ... denklik simfini1 temsil eden % veya kisaca 1 dir. (s 40 oldu-

gunu goriiniz.)

Simdi de Q daki her elemanin toplamaya gore terslerini inceleyelim.

Her i;—EQ i¢in,

oldugundan Q da her elemanin toplamaya gore bir tersi vardir. Ornegin,

%— iin tersi _Tz ;—%5 nin tersi ise -—52— dir. Giinkii,
2 —2 2 2 9
3Tz =3 tg=g5=0

ve, ‘

—5 ., 5 S -5 0
3Tty ==

.dir.

Aym bigimde,
Her iEQ ve x40 i¢in,
Yy
* y_x_1_ 4
y "x yx 1
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‘ . 0 . .. .
oldugundan Q da ;— hari¢ her elemanin ¢arpmaya gore bir tersi vardlr.

X nin carpmaya gore tersi (i)—l ile - gosterilir. (i) - A oldugu-
M ' y y X

na dikkat ediniz. Sézgelimi, ishymmm carpmaya gore tersii H _—Bin

5 475

tersi —— tiir. Ciinkii,

3

ve,

dir. Ornegin, %nin ¢arpmaya gore tersinin olmadig §6yle.giisterilebilir.

. X 0 . . 0 x . . .o 0
Bir 3 €Q »-nin tersi olsaydi, Ty 1 olma§1 gerekirdi. Oysa =

%:O dir. O halde genel olarak y€Z olmak iizere% ragyonel sayi-

" s (yani 0’m) garpmaya gére tersi yoktur.

% rasyonel sajrlSImn,‘ yani a’nin ¢arpmaya gore tersinin % olaca-
gma dikkat ediniz (a30)

Q kiimesinin + ve . iglemlerine gére bir cisim yaptigm artik
gosterebilirsiniz. Cisim aksiyomlarmi hatirlayarak her birinin saglan-

digmi kendiniz gosteriniz.

Bir cisimde sadece iki islem bulundugunu hatirlaymiz. Burada
iglemlerimiz toplama ve ¢arpmadir. akarma ve bélme dedigimiz islem-
ler ilk iki islemden farkh iglemler degildir. Bu iligkinin iyl anlasilmas:

i¢in gitkarma ve bélme islemlerini tanimlayahm.

11
5-4. Tamim
Cikarma iglemi,

. Her -E-,—Z—EQ igin,

a c a  [—ec\
i+ {F)
dir.

Bu tamima gore bir rasyonel sayidan diger bir rasyonel sayiyr
cikarmak, gikanlacak rasyonel saymin toplamaya gore tersini ilk sayiyla
toplamak anlamindadir.

O halde,

Jir.
5-2. Ornek

6 4 6 —4 18-20 -2
) 5335t 3 T T

10 2 90—28 62 31
T4 9 126 ~ 126 63
2 10 28—90 —62 31
) 9T @ T 1% 1% 63
(b) ve (c) ornekleri ayrica (;1.karmamnbdegi§\me ozeligi olmadigim goster-
mektedir.

b)

5-5. Tamm
Bélme islemi,
a
b

a ¢ a ¢\ v
—t==. | dir.
b'd b ( d ) "
Bu tamma gore iki rasyonel saymm bélimiinii bulmak i¢in bﬁlii-
neni, bolenin garpmaya gore tersi ile ¢arparnaz.

Her —Z— €Q ve —:;— # 0 igin,
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5-3. Ornek

g 2.4 3 (473 1 n
4° 7 4°'\7T)] T 44" 716

denklemini Q da ¢ézelim.

" Coziim :
3 1 1 1 1 3
2xtg=73 <=>7°(2‘)»=7'(3—?) <>
1 5—9 1 —4 2
X=5 5 S XE eI

5-1. Allsflrmalar

1) Asagdakileri ¢oziiniiz. Coziimde, rasyonel sayilarda kullandigimz
ozeliklerini belirtiniz. (Harfler rasyonel sayilar géstermektedir)

) 2oy

b) Sxt o=t

) oFand

e)r _g_ _ 4(;:;1) _ 2(3';;:) o

Simdi de rasyonel sayilarmn siralama bzeliklerini inceliyelim.

5-6. Tamm
%EQ olsun
. . a
i) ab>0 ise W >0,

ii) ab<0 ise% <0
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dir. Bu tamima gore bir rasyonel saymn pay ve paydas: aym isaretli

ise rasyonel sayr pozitif, ters igaretli ise negatif olur.

5-4. Ornek

a) %>0 dir. Giinkii 3.7>0 dur.

b) }2>0 dir. Ciinkii (—2).(—5)>0 dir.

5
—3 . 1oee
c) T<0 dir. Ciinkii (—3).8<0 dir.
5-7. Tanim

~a ¢ ‘
_b—’TEQ olsun.

a c . a c ..
_b——T<OISGT)—<—(i-dlL

NOT : Bu tanimin,
B0 g8 X OofX +)
SR Bl S d'(yeQ

tamumu ile denk oldugunu gériiniiz.

5-5. Ornek
7 10 —3 . 7 10 .,
a) T I~ 88 oldugundan + <1 dir.
o7 3 10
(Ikinci tanim geregince, ry + 88 =11 ldugundan gene

7 10 .
Y < 11 dll‘.)
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b) ——Z—<-—-—%tur ¢iinkii _T?’——_?’—z-_—T—zl dir.
c) % < ——;—tiir, ciinkii —g——-%.—_ 5471 dir
- d) —i—,%EQ iqin;—i-—%=15;;14=%—<0 oldugundan
s

5-7. Tammmdan su sm/mqlara da varabiliriz :

b>0 ve d>0 igin, , ‘ ’

. a c
ad—bc>0 ise _—F> TV
‘ . a c
- ad—bc=0 ise =T
ad—bc<0 ise % < _‘% dir.

Buna gore iki rasyonel éayl i¢in yalmz ve~ancak>§u ii¢ halden biri
dogrudur. :

a c

a c
T 5 =d° T)_ (Uq hal kural)

5-2. Alstirmalar

1) Asagidaki rasyonel say: giftleri arasidaki siralamay1 belirtiniz.

) 2 5
a —3— ve —7—
5 12
b) —7— ve 1—7
¢) x<y olduguna gére % ve —Z—

\

d) x<0 olduguna gore §‘3i5- ve 2x+1
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2) Asagidaki rasyonel sayilari bir esitsizlik zineiri bigiminde
siralaymiz ve yaptigimz saglayiniz.

81 4, 12 47 27
16 °5°°°720 ’59°13

1 | |
3o < <= 0<a oldugunu ispat ediniz.

4) %>% <=> ad > be, (b, d£0)

. oldugunu ispat ediniz.

5) a,b,c,d tamsayllar ve bdf;é() olduguna gore,

a c c e . a e
- PSTVCTST R S<T
oldugunu ispat ediniz. (Gegisme)

Q cisminde de N ve Z de oldugu gibi Arsimet 6zeligi vardir. Yani
r ve s pozitif rasyonel sayilar ve r<'s ise nr>>s sartm saglayan pozitif

bir n tam sayis1 vardir. Bunu dogal ve tam sayilar 6zeliklerini kulla-

narak ispatlamaya g¢aligimiz.

N ve Z kiimelerinin “seyrek” olma 6zeligine sahip oldugunu hatir-

~ layacaksimz. a ve b herhangi iki tamsay1 olduguna gére |a—b|>1 idi.

Bu bzeligin Q da olmadigini gosterecegiz. Bunu farkl iki rasyonel say1
arasinda bu iki sayidan da farkl bir iigiincii rasyonel saymin var oldu-

gunu ispatlamakla gostermis oluruz. a#b olmak iizere a,b rasyonel

sayilar1 verilmis olsun. a<'b kabul edelim. ath

rasyonel sayisim goz-

oniine alalim. a<b kabul ettigimiz i¢in 2a<<atb ve a+b<2b dir.
O halde, ‘ )

%—l—)— ve a—2|—b <>b olur: Oyleyse, a << _a_—{i <b

a < 5

dir. Bu yeni rasyonel sayi ile ilk sayilardan herbiri arasinda bir baska
rasyonel say1 oldugu benzer bigimde gosterilir. Bu yeni sayilarla énceki-
let arasinda gene rasyonel sayiar oldugu ayni bicimde gosterilir v.b.
Bu ézelik nedeniyle rasyonel sayilar “yogun” dur deriz.

§
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Tamsayllarmm say1 ekseni dedigimiz bir dogru iizerinde nasl yerles-
tirilebilecegini gordiiniiz. Rasyonel sayilar1 da benzer bi¢imde aym

1 | :

eksen iizerine yerlestirebiliriz. Soézgelimi, El rasyonel saysini, uglar

0 ile 1 sayilarma kargilik gelen dogru pargasim ii¢ esit pargaya bélerek
: 1

bu eksen iizerine yerlestirebiliriz. ?ﬁn yeri bu bélmede 0’dan sonraki

ilk isaret edilen nokta olacaktir. (5-1. $ekil) i inceleyiniz.

_P 1 | 1 2
(5-1. Sekil)

'

Herhangi bir rasyonel sayiy1 da benzer yolla say1 ekseni iizerine
yerlestirebiliriz. Her rasyonel sayi ¢ifti arasinda bir iigiincii rasyonel
sayl bulunabileceginden, yani rasyonel sayilar kiimesi yogun oldugun-
dan, say1 ekseninin rasyonel sayilarla tamamen doldurulabilecegi dii-
giiniilebilir. Ancak, bunun béyle olmadigim bir 6rnekle gosterebiliriz.

Dik kenarlar: birim uzunlukta olan ve bir dik kenar gekilde gos-
terildigi bigimde say1 ekseni iizerinde bulunan bir dik iiggen diigiinelim
(5-2. Sekil). \ ‘

yani [0B] hipoteniisiiniin 6lgiisii rasyonel

p yerine 2p, yazarsak, '

N
\
\
\
4\
\
1
¢ ; . 7 —>
\ T S ’
-1 o) 1 X 2

(5-2. Sekil)

|OB|2=2 dir. Pergelimizin sivri ucunu O’ya batirarak OB uzun-
lugunda agar ve bir yay ¢izersek bu yay say1 eksenimizi bir x noktasmda
keser. |O0B|2=2 olduguna gore |OB| uzunlugu, dolaywisiyla |Ox| uzun-
lugu, karesi 2 ye esit olan bir saymn rasyonel bir say1 olmadiim géste-
rirsek x’in bir rasyonel sayrya kargihk gelmedigini, yani rasyonel say:-
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larmm say1 eksenini tamamen doldurmad:

. g g5 i e ndi
karesi 2 olan saymn bir rasyonel say1 ol 5 overmiy olurus, slmdl

m:adlguu gosterelim. By say1,
bir say, olsaydi bunu pved

aralarinda asal \;e ,qEN+ ol P o
: Psq olmak iizere q bigiminde yazabilirdik.

Bu takdirde, 2 . B =2 yani p2=2¢2
u takdirde, 1 g .2Iyamp 2q? olurdu. qEN+ olmak iizere q ne

olursa olsun 2q? ¢ift olacagindan p de ¢ift olur. Halbuki, ancak bLiy cift

saymin karesinin ¢ift olacagim biliyoruz. O halde P ¢ift olmak zor;n(fla-

dir. Bunu pEN+ olmak iizere p=2p, bigiminde yazabiliriz, p2=2q2 de

. /‘)
4pi=2q? veya 2pi=q?

elde ederiz. 2pi ¢ift oldugundan q® de ¢ift olur. O halde q=2q,

uygun bir qEN* olmas: gerekir. Béylece p ve q nun bir orta
oldugu ortaya gikar. p ile q.aralarinda asal kabul edildigi ig

Koguluna
k qarpahl
in bu ola-

) . 2 . : .
naksizdir. Oyleyse (%) highir zaman 2 ye esit olamaz. O halde, x

noktasina karsi gelen say1 rasyonel degildir. Yani, say1 ekseni rasyonel
sayilarla doldurulamaz. ' '

Rasyonel Sayilarla Ondahk Kesirler Arasmdaki Baémtl
Bir rasyonel saymin paymi paydasina bslerek bu rasyonel sayiy1

ondahk kesir bigiminde ifade edebiliriz. Ornek olarak 1_}233_ rasyonel

sayismm ondalik kesir bigiminde ifade etmek istersek,




‘ arkaya tekrarlanmaktadir. Soéz gelimi,v
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123

3= 15, 375 elde edlhr Bolmeyl daha da surdurseydlk dordiincii

ondahk basamaktan itibaren biitiin rakamlan 0 olarak elde ederdik.

Yani, —1%3 = 15,375000 olurdu Bu ondalik sayiya 1—%233 in ondahk

agthm diyecegiz. Diger baz rasyonel sayillarin ondahk agihmlan da
goyledir :

1 1

5 =05 3 = 0,333

1 1

T =025 = =0,1666...

1 1

5 =012 = 0,142857 142857...
1 1 ]

'5——0,2 ‘ T:O,lll...

Yukarda sag taraftaki sayillarin ondahk agilimlar bir yerde kesil-
memekte, belirli bir basamaktan sonra bir basamaklar dizisi arka
- ‘nin ondahk a¢iliminda ilk
alt1 basamak 142857 dir. Bu alt1 basamakh dizi arka arkaya devret-
mektedir. —;— un ondalk agihmimnda ise devreden basamak sayis1 birdir.

Bu ondalik a(;lllmlara devirli ondahk agihmlar diyecegiz ve devreden
say1 dizisini, iistiine bir ¢izgi ¢ekmekle belirtecegiz.

=03

wl

=0,16

c\li—-

|~

= 0,142857

0,1 gibi,

\Qli‘—":‘

179

1 1.1 1
T E5F

bir hasamaktan sonra sadece 0 devredecektir. Bunlara da devirli ondahk .

rasyonel sayilarmmn ondalik agihmlarinda se belli

agihm diyebiliriz ve gbyle gosterebiliriz :

1

1 ~ —
7 = 0,50 T = 0,250 (v.b.)

Bu kabule gére su teoremi ifade edebiliriz.

5-2. Teorem

- Her rasyonel saymm bir devirli ondahk a¢ilim1 vardr.

Teoremin ispatimn iyi anlaglmasi igin 6nce bir ornek iizerinde

duracagiz. —1‘;— nin ondalk a¢111mm1 bulalim.

11,000000 7
-7
40 1,571428
—35
50
— 49
10
— 1
30
— 28
20
— 14
60
— 56
4

Bélmeyi daha fazla siirdiirmeye gerek yoktur. Ciinkii her defasinda
béliinenden bir sifir indirerek 4 kalamm ikinci kez elde etmis bulun-
maktayiz. Bu, artik bolimde aym rakamlarm aym sirayla yeniden
goziikecegini gosterir. Yani 8 den sonra. ylne sirayla 5,7,1,4,2, 8 sa-
yilan1 gelecektir.
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Béliinenin sifirdan farkh biitiin basamaklarim indirdigimizde sifir-
dan farkh bir kalan elde ettigimizi diigiinelim. (Ornegimizde yukandan
0 indirmeden once elde edilen kalan 4 tiir.) Bu kalanm ikinci kez tek-
rarmdan sonra bolmeye devam edersek yukaridan yine bir 0 indirmemiz
gerekecektir. Bélmeye buradan itibaren devam edersek aym kalanlari
ayni sirayla tekrar elde ederiz. Buna bagh olarak béliimde de aym
rakamlar aym sirayla tekrar elde edilir. (Ornegimizde 8 den sonra
5,7, 1, 4, 2 nin tekrar elde edildigi gibi). B6lmeye devam ettikge bu
say1 dizisi ‘ardarda devredecektir. - '

Bu giizlemiinize dayanarak béliinenin sifirdan farkhi biitiin basa-

" maklarm indirdikten sonra kalanlardan birinin birden fazla tekrar-

lanacagm gosterirsek teoremimizi kamitlamis oluruz. $imdi bu ispat1
yapahim. '

Bélen sifirdan farkh bir dogal sayidir. (p/q da q nun N+ m

bir elemam gibi diigiiniilecegine dikkat ediniz.) Buna n diyelim. Kalan-
larm tiimii n’den kiigiikktiir ve bunlar {0, 1, 2, 3, ..., n—1 } kiimesi-.
nin birer elemamdir. Bu kiimenin eleman sayist n dir. O halde n’den

" fazla kalamn bulundugu bir dizide bu sayllardan en az biri iki defa
tekrarlanmistir. Bolmeyi uzun bir kalanlar dizisi elde edecek bigimde

siirdiirebiliriz. Bélmeyi n tane sifir indirecek kadar siirdiiriirsek kalan-
lardan en az bir tanesinin tekrarlandigs bir kalanlar dizisi elde ederiz.
Béyle ikinci defa elde edilen bir kalanin arkasidan her defasinda bir

tane 0 indirmek gerektiginden bu andan itibaren biliimiin basamaklan

arasmda bir devir elde etmis oluruz. Bundan sonra da bu tekrarlanma
birbiri arkasmndan siirer gider.

Biylece bir rasyonel saymmn ondahk agthmmin devirli olacagim
ispatlams olduk. Fazla olarak devreden basamaklar dizisindeki rakam
sayismmin bolenden biiyiik olamayacagm da saptadik. Herhangi bir
kalan 0 oldugu zaman bolimdeki devir o anda biter. (Yani 0 devret-
meye baslar.) Eger bitmiyorsa kalanlar igin n—1 miimkiin hal vardir.
O halde devreden dizinin basamak sayis1 en az 1 ve en ¢ok bolenden
bir eksik olur. 1/7 nin ondalk aghmmnda alti basamakh bir dizinin

“devrettigine dikkat ediniz.

Karsit olarak her devirli Qn&ahk agihmin bir rasyonel sayr goster-
digi ispatlanabilir. Bunu da orneklerle gosterecegiz. '
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5-6. Ornek

x=0, 123 olsun. iki tarafi 103 ile ¢arparsak,
103x=123, 123=123+-0,123=123+x
(103—1)x=123 veya 999x =123

ve buradan da,

123
X =999

elde ederiz.

5-7. Ornek

x=3, 7281 olsun. iki tarafi 10 ile carparsak,

a) 10x=37, 381 elde ederiz. Bunun iki tarafimi da 103 ile gar-
parsak, ‘ o

b) 10%x=37281,281=37281+0, 281 elde ederiz.
(b) esitlizinden (a). esitligini taraf tarafa gikarrsak,
9990x=37244

ve,

37244
9990 -

X =

elde . ederiz.

Baska bir 6rnek olarak ta 9 sayisnm- devrettigi bir ondahk a¢ihm -

inceliyelim. Ornegin, x=0, 49 olsun. Diger orneklerdeki yolla,

102x=49,9
— 10x=4,9
90x=45
45

x=gg =0,50=05

elde ederiz. Burada x rasyonel sayisimmn degisik iki ondabk agilim

oldugu gorillmektedir. Yani x=0,50=0,49 dur. O halde devreden 9
yerine 9 dan onceki sayrya 1 katmakla 0 m devrettigi bir agihm elde
ediyoruz. Her iki aghm da aym rasyonel sayiya esit olmaktadar.
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Genel olarak,
a, b,‘ c, 7. .«» PEN ve p#9 olmak iizere,
x=a, be...p9
- bigimindeki bir a¢ihm,
x=a, be...(p+1) ‘

bi¢iminde ifade edilebilir. Yani belli bir basamaktan sonra 9 lar halinde
devreden agilimlar, yukanda agiklandig: gibi 9 lar yerine 0 1 devrettigi
bir agthm halinde yazlabilir. Bunun tersi de dogrudur. Yani belli bir
basamaktan sonra sifirlarin devrettigi bir ondahk agihm 0 dan énceki
rakam bir azaltmak suretiyle 9 larla devreden bir ondahk agihm halinde

yazabiliriz. (x=0,50=0,49 sineginde oldugu gibi)

Bu nedenle, her rasyonel saymun 9 lar halinde devretmeyen fakat
devirli bir ondahk agilim vardir ve béyle devirli her ondahk agihm
bir rasyonel say ile ifade edilebilir. O halde, rasyonel sayilarla devirli
ondalk agilimlar (devirli ondalik kesirler) arasinda bir bire-bir esleme
vardir. S :

5-3. Alstirmalar

1) Asagdaki rasyonél sayllarn herbiri i¢in bir ondahk agihm
bulunuz.

) 3 2 9 1
d) % €) %
2) A§agldaki aqﬂlmlénn herbirinin gésterildigi rasyonel 'saylyl
bulunuz. : ‘
a) 0,5 b) 0,16 ¢) 0,4312
¢ d) 1,2947 e) 3,51372

3) 1,§=2,6'oldugunu ispat ediniz.

3 1

% 2 . . ; 9
4) T 3 olmas: i¢in x€Q ne olmahdar?

5) (Q,+,.) sisteminin bir cisim oldugunu ispat ediniz.

6) Asagidaki iglemleri yapimsz.

) 344
D CHEy
) 0 T

d 3

7) Ardigik iki 1 arasina her seferinde bir fazla 0 konarak yazlan
0,1010010001..... ondahk agilimmm devirli olmadigim goriiniiz. Oyleyse
rasyonel sayilara kargilik gelmeyen ondahk agihmlar da vardir. Boyle
bagka agihimlar bulunuz. ’

8) a,b€Q+ ve a<b ise a?<ab<b? oldugunu gésteriniz. (Burada.
Q* pozitif rasyonel sayilarin kiimesini gostermektedir.)

- 9) x€Q ve x#0 olsun. x>1 <=> x 1 <1 oldugunu gosteriniz.

10) —,27- <a< % kosuluna uygun en az ii¢ a rasyonel sayis1 bulunuz.




184

11) B= gl-{——l—,nEN"'

rasyonel sayl kiimesinin en kiigiik ele-

mam var midir? B nin her elemanindan kuquk olan en biiyiik rasyonel
say1 hanglsldlr'?
C=

1 ~L , nEN+ | rasyonel say1 kiimesinin en biiyiik elema-
n

n1 var mdir? C nin her elemanmdan bﬁyiik olan en kiigiik rasyonel
say1 hangisidir? '

a+b

12) s(a, bEN*) oldugunu gﬁstériniz.

1\ 1
Y

5-2. Reel (Gergek) Sayilar

Buraya kadar, dogal sayilardan baglayarak ardarda genigletmelerle
tamsayilarl, sonra da rasyonel sayilan elde ettik. Dogal sayilan ara-
larmda bire-bir esleme kurulabilen kiimelerin denklik simiflari olarak
tanimladik. Tamsayilar1 dogal say1 ikilileri, rasyonel sayilar da tam
say1 ikilileri yardimiyla belirttik. Rasyonel sayilarm say1 eksenini
dolduramadigm 6rnegin, karesi 2’ye esit bir saymmn rasyonel olmadif

halde say1 ekseni iizerinde bir yeri oldugunu gosterdik. Ayrica devirli -

ondalik agihmlarla rasyonel sayilar arasinda bir bire-bir esleme kurarak
(her rasyonel saymim bir ondahk devirli kesir ve her ondahk devirli
kesrin bir rasyonel sayi haline getirilebilecegini gostererek) devirli
olmayan ondalhk agihmlarin rasyonel say1 olamiyacaklari gostermis
olduk. Sozgelimi, 0,1010010001... aghmi devirli olmadig igin bir

rasyonel say1 degildi. Rasyonel olmayan bu sayilara irrasyonel sayilar

diyecegiz.

Rasyonel sayilarla irrasyonel sayilarn olusturdugu kiimeye Reel
Sayilar kiimesi denir. Boylece rasyonel sayilari genisleterek i¢inde haia
siralama 6zeligi bulunan en genis sisteme gegilir ve bu sistemin bir
cisim oldugu gosterilebilir. Bu cisme reel sayilar cismi demr ve R ile
gosterilir.

Fazla ayrntiya girmeden bu cismi aksiyomlar: ile verecegiz. Bu
aksiyomlarm ilk yedisi rasyonel sayilardakinin aymdir. Q dan daha
genis olan R cisminin bu ézelikleri tagidigim kabul ederek sonuncu
aksiyomu agiklamaya gahgacagz.

5-8. Tanim

i¢inde bir toplama, ¢arpma ve < bagmtia tamimh bir R kiimesi

agragld_aki aksiyomlar: saghyorsa R reel sayilar cismi denir.

A, : R kiimesi toplama ve ¢arpma islemlerine gére bir CISlm olus-
turur. (Cismin toplamaya gére birim eleman1 0, qarpmaya gore bll‘lm
elemam 1 ile gosterilir.)

‘A2 : Her x,y€R i¢in,
X<y , X=Y , X>y

hallerinden biri ve yalmz biri dogrudur.

A; : <, R’de bir siralama bagmutsidir.
Ayt x<y <> xtz<y+tz

A; 1 0<z ise, x<y <> XZ<yZ

A v x<y,u<v = xtuy+v

A; : x,y€ER* ve 0<y ise nx>y v

kosulunu saglayan bir nEN+ vardir, (Argimet ozellgl)
A, ¢ Rde uzunluklan sifira yaklasan,

[an, bn] = {xER[an <x<byp,n€EN*}
bi¢imindeki her i¢ ige araliklar d1z1s1n1n bir ortak elemam vardlr

Say1 ekseni iizerinde ardigik tam sayilar arasindaki dogru parqé-
larmi esit uzunlukta 10’ar par¢aya bélelim. Elde ettigimiz yeni parga-
lar1 gene esit uzunlukta 10’ar pargaya bélelim ve bu bilme isine boylece
devam edelim. Elde edecegimiz biitiin aralklarim u¢ noktalan birer
rasyonel saylya karsihk gelecektir. Ciinkii s6zgelimi, 0 ile 1 tam sayilan
arasm 10 esit par¢aya bolmekle her béliim' gizgisine, sifirdan itibaren
sirayla, 0,1 ;0,2 ;0,3 ; ... sayillarim kars getirmis oluruz. (Bu sayi-

larm sirasiyla 0,10 ; 0,20 ; 0,30 ; ... gibi devirli ondahk aglimlar
oldugunu ve dolaywsiyla rasyomel sayilar gosterdigini hatrlayimz.).
0 ile 0,1 arahgmi yeniden 10 esit par¢aya bolmekle bu sefer bolim
¢izgilerine sirasiyla, 0,01 ; 0,02 ; ... 0,09 ; 0,10 sayilarim1 kars: getiririz.
0 ile 1 arasindaki dogru pargasmi [0, 1] bi¢iminde gosterelim. Buna
sifir-bir kapal aralif1 denir. 0 ile 1 bu aralia aittir. Eger bu ug nokta-
larin1 arahga dahil etmek ‘istemeseydik bunu (0,1) bigiminde yazacak




186

ve “sifir, bir” agik arahg diye okuyacakuk. [0, 1] arahgmm 0 ile 1 ve
bunlarin arasindaki biitiin noktalarm kiimesi olacagma dikkat ediniz.
Buna gores [0, 0,1]<[0,1] oldugu agiktir. Aym bi¢imde,

[0;1]=>[0,1;0,9]>{0,2;0,8]>...
dir. ‘

Simdi say1 ekseni iizerinde geligigiizel bir P noktasi alahm. Bu
nokta, uzunluklari birer birim olan dogru pargalarindan birine ait
olacaktr. (Eger P bir ug nokta ise bunun sagdaki dogru pargasma ait
oldugunu kabul edelim.) P bir ug nokta'degilse P nin i¢inde bulundugu

1 birim uzﬁnlu_éundaki dogru pargasim %Vbirim uzunlukta 10 pargaya

bélelim. P yine bu 10 pargadan birine ait olacaktir. Béylece devam
edersek P noktasinin iginde bulundugu ve uzunluklar: her seferinde bir
1 : :
oncekinin o ¢ olan dogru pargalan elde ederiz, veya P bir u¢ nokta
olur ve par¢alamaya son veririz. Eger P hi¢ bir adimda u¢ nokta olmu-
yorsa her biri bir 6ncekinin alt kiimesi olarak bulunan dogru parga-
larmm uzunluklar gittikge kiigilip sifira yaklaghgmmdan sonunda bir
tek ortak noktalar: olacaktir. Dogru pargalarimm uglar yukarida belirt-
tigimiz gibi rasyonel noktalardir ve bu noktalar iki taraftan P ye yak-
lagirlar. Ciinkii par¢alarmn uzunluklar:1 sifira yakla§maktad1r (5-3.

Sekil)i dlkkatle inceleyiniz.

45 453 T T 454 4¢

4,53% 4538
(5-3. Sekil)

[4,5 ; 4,6]>[4,53 ; 4,54]>[4,537 , 4,538]>.. ..
olduguna dikkat ediniz. Sekilde P; 4,5 ile 4,6 arasmnda bir noktadur.

Bu aralifn 10 esit par¢aya béldiigiimiizde P; 4,53 ile 4,54 iin igine diigii-

yor. Tekrar bu aralig1 10’a boldiigiimiizde P; 4,537 ile 4,538 arahgma
diigityor. Boylece devam edersek, P, uzunluklan gittik¢e Kiigiiliip
sifira yaklasan i¢-ige araliklarm bir ortak noktasi oluyor. Yani Pyl,

[4,5 5 4,6]= [4,53 ; 4,54]= [4,537 ; 4,538]> . ..

kapali arahklar zincirinin ortak noktas: olarak belirtmekteyiz.
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Genel olarak say1 ekseninin bir P noktasm P’yi 1(;1ne -alan ve
uzunluklar gittik¢e sifira yak1a§an,

[agsbi]=>[agsb,]> . ..

kapal araliklar  zincirinin ortak noktasi olarak belirtebiliriz. Sayet
P bir arahgm ug noktasi oluyorsa bundan sonraki aralklar, [P P]
sifir uzunluklu arahklar olarak diigiiniip  yazabiliriz. Boylece elde edilen
arahk zincirine bir ig ige araliklar sistemi ve reel sayilar1 bu sekilde
tanimlamaya da Cantor (Kantor) (1845-1918) metodu denir.

Ozel olarak \/ b3 yi bir i¢ ige araliklar sistemi ile belirtelim.

Daha énce,
12=1 ve 22=4 oldugu i¢in 1</ 2<2 ve gene (1,4)2=1 96<2 ve
(1,5)7 =2 252 oldugu igin 1,4<<4/2<1,5 tir. Boylece devam edersek
1,41<4/2<1,42
‘ 1,414<\/§<1,415'
1,4142<4/ 2<1,4143

olacaktir.

Bu durumlan say1 ekseni iizerinde gosterelim. (5-4. Sekil)

- Nz 5

N 14 15 27 ‘

T = Olgek 10 defa biyiitilmistiir.

-1 RER i .Olgek 100 defa biiyiitillmiistiir.
1,44 1,414 1,415 142 7

(5-4. Sekil)
[1:2]>[14;1,5]>[1,4]1 ; 1,42]>[1,414 ; 1,415]>. .. arahklar siste-
mi ile belirtilebilebilir.

Rasyonel sayilar cisminde kalsaydik ve araliklarin sadece rasyonel
sayllar igine aldigim diisiinseydik bu arahklarm bir ortak noktasi ol-

mayacakt. (\/ 2 rasyonel olmadig. 191n)
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Simdi de baska bir érnek éﬂallm_. 3,25 sayisim bir igige araliklar
sistemi ile belirtmege ¢alisahm. Say:r ekseni iizerinde dnce [3 , 4] aral-

_fam 10 esit par¢aya bolelim. Sonra [3,2 ; 3,3] araligmm tekrar 10 esit

pargaya bélelim. 3,25 sayis1 3,2 noktasindan itibaren 5 nci arallgln sag
u¢ noktas1 olacaktir. Oyleyse 3,25 saysi,

[3;4]~[3.2;3,3]=[3.25, 3,25]>[3,25 . 3,25]~>..
i¢ ige araliklar sistemi ile belirlenmektedir. Bu sistemin ii¢iincii adimdan
itibaren sifir uzunluktaki [3,25,3 ,25] araliklarindan lbaret olacagina
dikkat ediniz.(5-5. Sekil)i inceleyiniz.

: P
< 4 i 4 >
3 32 33 4
P .
3% 325 rE

(5-5. Sekil) Olgek 10 defa biiyiitiilmiistiir.

Her reel say1, u¢ noktalar: rasyonel olan bir ig i¢e araliklar zineirinin
ortak noktas: olarak elde edilir. Buna gore her reel sayiya rasyonel
sayilarla yaklagilabilir.

Ornegin,
=14+ + 4 + 2 4.

10 © 100 " 1000 ' 10000
dir. 4/ 2 rasyonel say1 olmadig halde rasyonel sayilarm bir toplamm
(sonsuz terimli) olarak belirlenebilir. Reel sayilarm ekseni doldurmasi,
x2=2,x2=3 gibi denklemlerin ¢oéziimiine olanak verir. R cisminde
bu 6zelige Tamhk 6zeligi, denir. Reel sayilar cismine iliskin Ag aksi-
yomu tamhk 6zeligini belirtir.

/2 =1,4142135. ..

Tamhk Ozeligi. R de uzunluklan sifira yaklagan veya sifir olabilen
her (an€Q b,€Q),
[ay 3 b4]=[ay, by]=[ag , bg}= ... 2[an ;bM]> ...
i¢ ige aralhiklar dizisinin bir ve yalmz bir ortak noktas: vardir.

O halde reel sayillan devirli ve devirsiz ondalik acilmlar olarak
tammlamakla aslinda i¢-ige arahklar sistemini kullandigimiz gériiyor-
sunuz. I¢g-ige araliklar sistemi G. Cantor’un ismiyle amilr.

Rasyonel sayilardan hareketle reel sayilara ge(;i§. daha bagka yé]lar-
la da yapilabilir, ama biz burada onlar1 vermeyecegiz. Sadece Dedekind
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adli bir matematik¢inin rasyonel sayillardan meydana gelen ve bam
kosullar1 saglayan kiime ikilileri yardimiyla reel sayilan kul‘dugunu

. agiklamakla yetinecegiz. Rasyonel sayllardan reel sayilara gegmekle

sayl eksemm doldurmus oluyoruz.

5-4. Ahstirmalar

1) o, 6,03,0, 4 devirli kesulerml, bayag kesir hahnde yazimiz ve
bunlarl ikiger ikiser toplaymlz

2) 0,6 ve 0,3, 0,6 ve 0,4 devirli kesirlerini toplayarak yeni devirli
kesirler elde ediniz ve bunlan bayag kesire gevirip 1. ahistirmadaki
sonuglarmzla karsilagtirmz.

3) '0,.?; ve 0,4 devirli kesirlerini alt alta yazarak bildiginiz sekilde
garpmay1 deneyiniz ve cevap olacak devirli kesrin 6 basamagim bulunuz.

4) 0,135 ve 0,1363 rasyonel sayilar arasinda bir irrasyonel say1
bulundugunu gosteriniz. (Yol : Bu sayllar arasinda bir devirsiz kesir
araymz.)

5) Herhangi iki rasyonel say1 alarak, bunlarin arasmda bir irrasyo-
nel sayr bulundugunu gosteriniz.

6) 3,246 saywsm i¢ ige arahklar sistemi ile belirtiniz.

7) A/3 sayismu bir i¢ ige araliklar sistemi ile belirtiniz.

) VT =1 qp g or b
toplaminda her terim rasyonel midir? Rasyonel sayllat kiimesi topla-
maya giiré kapal m}d_lr?- Neden 4/ '2_¢Q dur?-
9) x2—2=0 denklemi R de ¢bziilebilir. Cé6ziim kiimesini buluﬁuz.
10) x2+41=0 denklemi R de g¢ézilemez. Nédenini agiklayimz.

11) x?+1=0 denklemini %/2 cisminde ve %/5 cisminde gbziiniiz.
5-3. Karekok ve Mutlak Deger ‘
(—2)*=4 ve 22=4 olduguna gore karesi 4 olan iki reel sa‘yﬁun

varhgindan séz edebiliriz. Aym bi¢imde karesi 1 olan yani‘x2=%_

9
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1 1 :
sartim saglayan iki reel say1 — ve — — tiir. Ama karesi —1 veya —-% =

3 3
olan higbir reel say1 yoktur. Ciinkii sifirdan farkh bir reel saymin karesi

7 pomtlftlr

Genel olarak karesi verilen bir pozitif a sayisina egit bir tek pozitif
p sayis1 oldugu gosterilebilir. Yani p?=a, (a>0) sartim saglayan bir
tek p>0 sayi1 vardir. Diger taraftan (—p)2= a olacagmmdan karesi
a’ya esit olan iki reel say1 vardir. (Bunlardan birinin pozitif, digerinin
negatif olduguna dikkat ediniz.) 0’ karekokii ise bir tanedir ve ken-
disidir.

5-9. Tanmm

Karesi bir a€R+ sayisina egit olan iki sayidan pozitif olanma
a’min pozitif karekokii, negatif olanina da a’mmn negatif karekékii denir.
a’nmm pozitif karekékii 1/ a ve negatif karekokii —4/a ile gostenhr

" Bu tamima gore,
(Va)i=(—va)?=a d
Ornegin, 4’tin karekékii iki tanedir. Bunlar,
—VET =2 ve /T =2 dir.

Pozitif bir sayinmn iki karekékiiniin toplama iglemine gére birbiri-
nin tersi olduguna dikkat ediniz. 0’;m karekokiiniin 0 ve bunun topla-
maya gore tersinin yine kendisi oldugunu da gériiniiz.

Yukandaki agiklamalara gore her x€R igin 4/x? ile x her zaman
ayni sayiy1 gosteremezler. Burada 4/x? kabuliimiize gore daima pozitif

veya gifirdir. Halbuki x negatif te olabilir. Ornegin, 1/ (—5)2 =5>0

oldugu halde —5<0 dir. Yani 4/(—5)2 =—5 yazmak yanlgtir.

Tamsayilarda bir saymin mutlak degerinden ne anladigimzi agik-
lammigtik. :

x>0 ise|x| =x ve x<0 ise |x|=—x idi. Yani her x€Z icin x| >0
oluyordu. Bunu kisaca, . >
x, x >0 ise,

[x‘]7= —x, x<0 ise.
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‘bigiminde de gosteririz. Tamsayilarda /, yaptigimiz bu tamim reel sayi-

larda da aymdsr. Yani, x€R, x>0 ise |x|=x,x<0 ise |x|=—x tir.
O halde, 4/ x% =|x| oldugunu séyleyebiliriz.

5—_8- Omek
=1 =v{=3)F=4/9 =3
1l =V T=v/49=1
0] = \/02 =0 . dir.

5-9. Ornek

|x—2| =3 Gnermesi,
x-—220 ise x—2 =3 ve,
x—2<0 ise —(x—2)=3 anlamindadir.

Bu o6nermeleri saglayan x leri bulunuz.
Simdi karekikle ilgili baz teoremleri ifade edelim ve bunlan ispat-

layalm,

5-2. Teorem -
a>0,b>0 reel sayﬂaﬁ igin,
Vab=va . Vb
Ispat :
| a>0 ve b>>0 oldugundan x?=a ve y? =b kogullarim saglayan x >0
ve y >0 reel sayﬂarl vardlr Yanix =4/a vey =+/b dir. Diger taraf-
tan x%y? = ab, oldugundan xy = 4/ab ve dolaymela \/ ab = Va.vb
olur.
5-3. Teorem
© a>0,b>0 ise,

N/% = \ég dir.

Bn teoremin ispati yﬁkardakine benzer bir yolla yapihr. Bunu
ahgtirma olarak size birakiyoruz.
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5-10. Ornek

JE? V2T 4/323 vsz 3 |3|\/3 3.\/?
20 /20 1205 4/27.4/3 m\/s,z.\/"s"

Simdi a>0 igin,

—__2 1 _+va
Va=go v 5=
oldugunu gjsterebiliriz. ‘ '

—_Va_Vi.vVai_VaE_ a
VAT TR VR Vs
1 V& _ _va_va

vVa +a.va +a

Bu egltllkler, bir kesnn paymmdan veya paydasmdan \/ "a garpamm
kaldlrmakta yarar saglar.

5-11. Ornekler

v
b) ﬂ %\/7=%.‘L’ 21

5-12. Ornek

x2—y?=(x—y)(x+7y) oldugunu gergekleyebiliriz. (Sag tarafi, ¢arp-
manm toplama ve gikarma iizerine dagilma ozeligini kullanarak agar
ve gerekli kisaltmalar1 yaparsak sol tarafi elde ederiz.) O halde,

(a+b4/¢)(a—by/ ¢ )=a2—b2e
dir. Bundan yararlanarak,
1 _abVe
a—l—b\/? . a®—b2

yazabiliriz. (Sol tarafn pay ve paydasm a+b4/ ¢ nin eslenigi olan
a—by/ ¢ ile carptifimiza dikkat ediniz. ) ' :
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5-13. Ornek
—-:h——: ifadesinin paydasm kékten kurtarahm. Pay ve
Vx+h—4/x :
payday1 v/ x+h+4/x ile ¢arparsak,

Vxth—vx Vxht++vx . (xth)—x
elde edilir. o

5-5. Ahstirmalar

1) Asagjdaki ifadeleri hesaplaymz. .

a) |4—7|—9
b) |—4—17]
c) [2-1]

2) Agagldaki ifadeleri hesaplaymmz.

a) /x4 _
b) /57 ()
¢) V/(—7)%.98.2,25

3) Karekok alma igleminin, pozitif reel sayilarda,
a) Toplama,
b) Cikarma,

. ¢) Carpma,
-d) Bélme

islemleri iizerinde dagilma 6zeligi var mdir?

4) a>0,b>0 ise,

a>b => 4/a>1/b oldugunu gésteriniz.

(Yal : xZ=a ve y2=h kogullarm‘a uygun pozitif x,y reel sayilarmin
varhigim diisiinerek hipotezi kullaniniz.)

5) Her x€R igin,

|x2|=x? ve ]x[=|—x.| 6ldugunu ispatlayimz.
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6) Her x,y€R ve nEN+ igin,
Ixy|=[x].|y| ve Ixt=[x[" oldugunu ispatlayimiz. (Yol : Her
x€R igin |x|=1/%? oldugunu haurlaymz.) ‘
7) Her x, y€ER ve y#0 igin,
x
y
8) Her x, YER igin,

= ’l_yx_,l oldugunu ispatlayiniz,

Ix+yl<|x|+]y]| oldugunu gésteriniz.
9) Asagidaki agik 6nermelerin dogruluk kiimelerinj bulunuz.

(Yol : x>0 iken [x|=x ve x<0 iken |x|=—x olacagmm diigiiniiniiz).

a) |x—4|=1 d) |x—1|>3
b) |x|>2 e) [3x+10/<21
o) [Bx—4|>2" f) [5x+1]<0

10) a bir rasyonel sayl ve b, i¢inde tam kare ¢arpam bulunmayan

bir dogal say1 olmak iizere asagidakileri ay/b bigiminde ifade ediniz.

R nJE u42
b) VT O VI VE VTf
c) V?ﬁ h) /2 .4/30 If) \/3?
d) g' i) V5 .4/12 o)‘\/?—i—‘?;.\/f

I N R Ve b,

P) 342 —4/8

11) aveb rasyonel sayilar ve ¢, iginde tam kare ¢arpam olmayan

bir dogal say1 olmak iizere a§aé'1'dakileri av'b bi¢iminde ifade ediniz,

Q) (14VI) (1—v/T)
b) (1+v72)* |
o (VTHV3) — V2

@ (vT) 2=y E)

o) (1+v7) (2—4/2)

1+42

3 -V2
1

8 1142
4

b) TR 1

f)
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. _4—2V3
RAEERVATS
) 1
N a3
4
N 3TVE
3
D 53
' 13
2»\/—.?7—{—5
89
» TVE—3
; |
° 17 s
16
RUEYVS IS

m)

12) a, b, ¢ tamsayllar olmak iizere asagidakilerin her birini
a, b, ¢

a-+by/c bi¢iminde ifade ediniz.

3 3543 ) 91243 7 3—4\/“5
b) 3z ®) 813.4/7 24/3 +
. _ | .
5
1 _— i T
) T1a3 f) 24/3 —1 ) 37/5—_21/3
13) ka§ag1dakilerin her birinin paydaS1n1 rasyonel yapimz.
1
. 1 _ _ _
2 3143 O 5 r VT
’ 1
RV g ) VI +VZI+5
1 .

[

) 35 +3

1

1
D VEIVI—2
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5-4. Reel Sayilarin Rasyonel Kuvveti

Dogal sayilar bilimiinde dogal sayilarm pozitif tam say1 kuvvet-
lerini tamimlamigtik. Burada da reel sayilarin rasyonel kuvvetlerini ve
bunlarla 1lg111 ozeliklerini .inceleyecegiz.

\/ 0=0 oldugunu, negatif sayillarin karekskleri olmadigini ve po-
zitif sayilarm biri negatlf biri pozitif olmak iizere iki karekoku oldu-

gunu gordunuz

Her hangi bir reel saymm varsa karekokiine o saymin 1/2 inci
kuvveti de denir. O halde,

a> 0 igin,
\/; — ali2
" Aym bigimde bir a> 0 reel vsay151 ve n€EN+ icin,
: xN=a
kosulunu saglayan ve negatif olmayan bir tek reel x say1s1 oldugunu

gosterilebilir. Negatif olmayan bu say1, ™/a veya aln (n nci kuvvet-
ten kok a) bigiminde yazmhr. Bu tamma gore,

(Va) = (atm)rma

olur. Ozel olarak Va ya a’nin kiipkokii dlyeceglz

n tek ise, a<<0 da olsa,

x"=a kosulunu saglayan bir tek x reel sayi1 vardir. Séz gelimi,

/=8 = -2 dir. Diger taraftan a<<0 ve n ¢ift ise, xn = a kogxulunu sagla-
yan higbir x€ER say1s1 .olamaz.

Bundan bﬁyle "y/a = al/n yazdigimizda bunun belli bir reel say1
gosterdigini kabul edecegiz. '

a>0 igin, \/ aP = aP/m bigiminde gostenlecegme dikkat ediniz.
Sozgelimi,

458 =5 3\/4—2 =423
olarak gosterilebilir, )
5-14. Ornek »
» 3'\/—@ =4, 4\/ﬁ= 3 tiir,

4\/=8 anlamsiz olur.
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x€ER ve nENT i¢in x" ifadesi daha dnceki gibi x’in kendi kendisiyle
n defa ¢arpim olarak tamimlanir. Oze! olarak, al=a ve a0 igin a®=1
kabul edilir. 0° ise belirsizdir. (Yani 0° sembolii bir sayry1 gostermez.)

a0, olmak iizere a—'=— saysmn ¢arpma iglemine gére a’min
a N
tersini belirttigini yani,
a~l.a=a.a"l=1
oldugunu biliyoruz. Buna gore, her a#0 reel sayis1 ve n€EN* igin,
a—n:_(a—l)n

olarak tamimlamr.

5-15. Ornek
o 1\ 1,
3-5 = (3 1)5 == (?) =? tir.

5-10. Tanim

a%0 olmak iizere, ,
' ar/sz(a‘lls)r
dir. :

(54/a = al’s yazdigimizda, a<<0 oldu§u zaman sEN* sayismm
tek sayr olmasi gerektigini unutmayiniz.) :

5—4. Teorem
P> 9q€Q ve a,bER olmak iizere,
(a>0,b>0)

LI\ 1
) () ==

a )P ap
W (§) =i
' 1ii) aP.al=aPtd
iv) (aP)1=aP-d
v) (ab)P=aPhp
Bu teoremin ispat1 kolay olmakla beraber uzundur. Bu ispati
burada vermiyecegiz. '




d) —om
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5-16. Ornekler

1\¢ 1
2) (?) =z=52
4 .
b) (i) _3_ 81
\5 54 625

g) (3)217, (3)3/7=32/7+3/1= 387
2 [(F)T-(3)
o) (ab)0=alis, BUs_ 2 /3 3 /T _ N

3 j— —_—
f) \/ al ., '\/a" — az/a_aa/2=az/3+3/2=a13/s

g) i -2/3
3\/ 5 —

5-6. Alstirmalar

1) Asagidaki ifadeleri 3’iin kuvvetleri bigiminde yaziniz

a) 3\/—.‘7\/§

3\/ V9
7\/3
) 22
(36)3%
X
@7y s

7 1 2/5
o (3)

2) Asapidaki ifadeleri 6’'nin kuvvetleri bigiminde yaziniz
~a) (2912, (312)3

8(129)1/5

Y g
c) (—6)3 (36)L/s

d) 73/5,7-3/5
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3) Asagidaki iglemleri yapimaz. ,
Q) iy
b) (2xLytmer '
) (9xt.y-yon

) (Tors) " (e)

o VETE

f) Vxy? .a1.%/xyta?

v R v

w (5 .2va): (vaT)

4) 2-1/2=42%+5 aqk énermesinin dogruluk kiimesini bulunuz.

5) 37+2&x—=91-5x a0k onermesinin dogruluk kiimesini bulunuz.

5-5. Oran ve Oranti

(a,b) # (0,0), (c,d) # (0,0) kosulunu saglayan a, b, ¢, d€ER say-
lar1 arasinda a.d=b.c bagntis1 varsa [a:b] ikilisi ile [c:d] ikilisi
orantihdir diyelim. ‘

~ [a :b] ikilisini de a’'mmn b’ye oram diye okuyalim. [a : b] ikilisini

rasyonel say1 ile karngtirmamak kogulu ile % bi¢giminde yazabiliriz.

Ancak —;— yi “a boli b” diye degil, “a’min b ye oram” diye okuyacagiz.

. .. 3 N " e oA
Séz gelimi, - semboliine 3’iin 0’a oram diyecegiz. Buna gére —- nin

0 b
bir oran olmasi i¢in a ve b’den en az birinin sifirdan farkh olmas ge-
rektigine dikkat ediniz.

Reel sayx ikilileri arasinda tammlanan erantih olma bagmtisiim
ozeliklerini. arastirmiz. Yansima, simetri ve gegisme 6zelikleri bulun-
dugunu goéreceksiniz. O halde bu bagnt1 bir denklik bagmtisidir.
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Bundan béyle [a:b]=[ec:d] gibi orantih iki ikiliyi,
a _ (V]
bTd

bi¢giminde yazacagiz ve buna a, b, c,.d sayilar1 arasinda bir oranti,
a ve d’ye bu orantinin dislari, b ve ¢’ye bu orantinn igleri diyecegiz.
([a : b]=[c : d] ifadesinde a ve d’nin dista, b ve ¢ nin icte olduguna
dikkat ediniz.)

Sozgelimi,

[5:7=[1:1,4] orantisini,

5 1

7 14°
{4 : 0]=[7 : 0] orantisim da

4 7
; 0 0
bigimlerinde yazabiliriz. "

i
Asagdaki teoremleri, ispatin orantinm' tammm kullanarak ve
garpmanin bzeliklerinden yararlanarak kolayca yapabilirsiniz.

5-5. Teorem

a, b, ¢, d, k, m, n€R ise,

i)i=i=>d—c Dusl. ey
) 7=1 <> 5= (Dislar yer degistirebilir.)
a c a b o L. |

i) =T =7 (I¢ler yer degistirebilir.)
... @a ¢ b d
Wy=g =7
., a c a ¢ katl
1V _——= e = —_—— = ——

S Y Bl S T iy
v.a___*i_‘ka—l—lb‘ ke + Id

b~ d ™ matub mo+nd
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5-17. Ornek
' ) I35 4 35
VETET TR
04 2,04 3
b=
3 6 . : - :
c) =70 iken k=2 ve l=-3 olsun.
3 6 2.34(-3)6 -l2
510 2.5+(=3)10  -20
02 04 .. ' ‘
d) ?=1,2 iken,

k=-2, =2, m=3, n=5 ise,

9(2)+2.6 -2.0412.1L2 _ 8 16
> 35=79 @&

3.245.6  3.0,4+5.1,2 °

icli bir orantiy1, yani,

a c. e S :
——_ orantisini, a :c :e=b :d :f biciminde yazabiliriz.

b dT o
Bu iiglii orant1 igin,
k,I,m€ER olmak iizere,
a ¢ e _k.a+l.c+m.e
b d f kbtldim.f

esitligini 5-5. Teoremi yardimu ile gosterebilirsiniz.
5-10. Tanim

“a. ¢ .
a, b, ¢, x€ER sayillan arasmda —=— bagintis1 varsa x sayisina

b x

ilk ii¢ saymmn dondiincii orantilis1 denir.

Bu tamima gore, 4, 9, 5 sayilarmun dérdiincii orantilisi,

4 5 , . 45" :
g = denx =7 =11,25

olur.
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5-11. 'I_‘an';m

a x . .
Pl kogulunu saglayan, varsa pozitif x sayisma a ve b reel

sayllarmin orta orantilis1 veya geometrik ortasi denir.
Bu tamma gére x?=a.b yani x=4/ab dir.

Omegin, 3 ile 12’nin geometrik ortast x2=3.12 == x=6 dir. ‘

~ 5~7. Alstirmalar \
1) Asagdaki bagmtilan orantr olarak yazimz.
a) 3.6=2.9

b) x.z=y.v
¢) 4ab=5¢

2) A§agldaki orantilarda bilinmeyeni hesaplaylnli._

x 1 0,2 X
A V=71
. 1
3 4 34
by z=% © 3 T
5
.0 x
3) Asagidaki sayilarm yézﬂ1§ sirasina gore. dordiincii orantilisim
bulunuz. '
‘a) 4,5,10
b) 3,7, 14
c) -13, 5, -4
d) 2,3,14
e) 7,8,9

- 4) Aéaéldaki orantilarda bilinmeyenleri bulunuz.
a)2:3:7=x:y:4
b) a:b:4=4:5:7
c) 4:5:7:8=x:y:2:24
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5) Aéagldaki say1 ciftleri ile orta orantih olan sayiyx bulunuz.
a) 4,9
- b) 3,48
¢) 2,25
d) 3,5
e) =6, —-54
f) ada
6) 520 liray: 1, 2, 3, 4 ile orantih olarak dért kisiye paylagtirmmz.

7) 2200 cevizi beg gocuk arasuida 2, 3; 4, 5, 8 sayilan ile orantih
olarak paylagtirmz.

8) i:% olduguna gore agagidaki orantilarm dogru oldugunu

p .
gergekleyiniz.

a 2a-+3¢
) = 3b13d

c d

b faze ~ 24

a+3b __c+3d

c)v

a c

v a) % =’_3_v=% orantisindan, :

5a—2c¢+-3e a—}—4c—2e
5b—2d43f ~ bl4d—2f

orantisim1 elde edimiz.

BESINCI BOLUMLE 1LGILI TESTLER

1) —i_l— isleminin soﬁucu asafrdakilerden hangisidir.
14 —
14
3 5 2 7 3




2

2) 3% a§aé1dakilerﬂe11 hangisidir ?

—_ ' 1 1 — .
a) V3% b VE O DV gvE

w.
—

15x—1|<4 émermesinin dogruluk kiimesi hangisidir? (x€R)
3 3 |
a) x|———5— <x<1;x€ER .b) x]—'—?<x<l;x€R
¢) {x|—3 <x<1;x€R} - 4 x|——:— <xgl ;‘XER%
3
e)‘ ‘ x|—-—§ <x ;x>1;x€ER

4) Va, bER i¢in asafdakilerden hangisib dogrudur?

a) '\ a=all? ¢) Va.v/b=+ab
b) 4/ at=a . ‘d) 4/at =a?
e) ™/ aP =aP/n (nEN+)

2
< . g1 e o
3) V3_1 agagrdakilerden hangisine esittir ?

gvF—1 p¥YEEL GVIZl g umiy g e

6) (14+4/3)* asagidakilerden hangisidir?

a) 4+4/6 - b) 104+4/6 ¢) 10424/3
d) 4+2¢/3 e) 104/6
— 4 10
7 3434 V3 1 — V3 11 igleminin sonucu sunlardan
hangisidir ? '
a) —3 b) 104/3 c)S_‘/éﬂ d)54/3 &) 7
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8) A/ 28/ 242 a§agldakilerdeh hangisidir ?

7 3 . 3 7 . 3

a) 2 °  p2 2 a2 o2

9) (1/2—1) N 3+24/2 carpimnm sonucu asagidakilerden han-
gisidir ?

) 3vZ b VF ol aONI4/Z e N314/2

10) x, yER iken a§ag1daki verilen esitliklerden hangisi yanhstir?
a) |x|.lyl=[x .yl
b) |xt|=l|x|"

p.¢

=l

d) x.y=|x. y|» ‘
e) x+yl<x|+lyl

c_)



ALTINCI BOLUM

GEOMETRIK KAVRAMLAR

Bu béliimde geometrik kavramlar géreceksiniz. Buraya kadar
mant1g1, kiimeleri, sonlu sistemleri ve sayllan incelediniz. Geometrik
kavramlan incelerken biitin bu bilgilerden yararlanacagiz. Daha
énceki matematik derslerinizde bir takim geometri bilgileri de &gren-
diniz. Sﬁzgelimi,_“farkh iki noktadan bir ve yalmiz bir dogru geger”,
“Bir dik iiggenin hipéte_niisiiniin uzunlugunun karesi, dikkenarlarimn

uzunluklar1 kareleri toplamimna egittir.””, “Farkh iki dogru kesisirse

ara kesit bir tek noktadir.”, “Bir a¢ginmn kenarlan paralel dogrularla
kesilirse, kenarlar iizerinde kargihkli orantih parcalar aynlr.” gibi

Onermeleri duymusgsunuzdur. Bunlardan bazlan ¢ok agik bazlar
ise agik degildir. '

Bu béiliimde, geometri bilgilerinizi, karigik olanlar1 daha basit
olanlardan elde edebilecek ve her énermeyi daha énce gelen énermeler-
den mantikh diigiinme yolu ile bulabilecek bigimde siralayacagz.

Bu kitabm birinci béliimiinde Mantik konusunda ogrendiginiz
gibi bir seyi tamimlayabilmek igin daha énce tanmimlanmis terimlerden
yararlammz. Onlan da tammlayabilmek igin yine onlardan énce tamim-
lanmis terimlerden yararlanmamiz gerekecektir. Bu béyle siiriip gide-
ceginden baz terimleri tanimsiz kabul etmek zorundayiz. Bu terimler,

Nokta, Dogru ve Diizlem olacaktir. Ancak bu terimlerden ne anladif-
miz1 agiklayalim. : :

Nokta dedigimiz zaman sivri uglu bir kalemin kagit iizerinde
biraktig izi diigiinebiliriz. '

_ Dogru dedigimiz zaman (6-1. Sekil)deki gibi, iki taraftan sonsuz
uzanan bir nokta kiimesi hatirimiza gelecektir:

—

(6-1. Sekil)
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Diizlem deyinée tamamiyle diiz ve her yoénde sonsuz uzanan hir
yiizey diigiiniiniiz. Diizlemi de (6-2. Sekil) deki gibi gosterecegiz.

(6—2; Sekil)

- Bu kitabmn birinci btliimiinde aksiyom ve teoremin me oldugunu
. - : kA
6grendiniz. Dogru oldugu ispatsiz kabul edilen 6nermelere “aksiyom”,

: : 9
“varsayimi ve dogruluk degeri 1 olan p =>q ge;ektl;'mesme de ‘“teorem

denildigini hatirlaymmz.

Ku@icusuz aksiyomlar gelisigiizel seqilmezle.r. Aksiyoml.anmlm ku-
racafimiz geometrinin zeliklerine gore segeriz. Matematik konular1
hakkinda saglam ve diizenli bir bilgiyi, aksiyomlarimz saptadlktap
gonra verebiliriz.

Bﬁ bolimde genig dlgiide kiimelerden ve reel sayllardan‘ yarar-
landigimizi goreceksiniz.

6-1. Dogru, Dogru Pargasi, Ism

A ve B gibi farkh iki nokta secildigi zaman bunlardan gegen :10@-
ruyu gizmek igin cetvel kullanacagimz biliyorsunuz. Kullanacagimz
cetvelin diizgiin olmasim isterseniz.

Diizgiin bir cetvel ile A ve B gibi farkh iki noktadan gegen dog'r1'1yu.
ciziniz. Kag tane cizebiliyorsunuz? Bu gercegi geometrinin birinei
aksiydmu olarak kabul edecegiz.

6-1. Aksiyom . ") ‘

Farkh iki noktadan gegen bir ve yalmz bir dogru vardir.

Agagidé verdigimiz teoremin ispatinda bu aksiyomdan yarar-
lanacagz. :

6-1. Teorem

Hipotez : 1 ile d farkh iki dogrudur. N
Hiikiim : [ ile d en gok bir noktada kesisir.
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Ispat :1 ile d dogrularmun farkh iki A ve B noktalarinda
kesigtiklerini varsayalim. Bu durum, 6-1. aksiyoma aykindir. Neden?
Su halde, INd kiimesinde farkh iki nokta olamaz. INd=© veya bu
iki dogrunun ancak bir tek kesim noktasi vardir.

Bir sayirin mutlak degerinden ne anladifimiz 6nceki béliimde

agiklamig ve x€R igin x >0 ise, |x|=x ve x<0 i ise [x|=-x oldugunu ta-

mm olarak vermigtik. Sozgelimi.

10]=0, [3[=3, |—5|=5, ‘——
dir. ‘ v

Dogrunun bir noktalar kiimesi oldugunu biliyorsunuz. Reel sayilar

sistemini de incelemigtik. Her reel sayrya dogru iizerinde bir tek nokta-
min esglendigini, karsit olarak, dogru iizerindeki her noktann da bir tek
reel sayrya eglendigini soyleyebilirsiniz. Bu durumu bir aksiyom olarak
verecegiz. ‘

6-2. Aksiyom (Cetvel Aksiyomu)

Bir dogrunun noktalar: ile reel sayilar arasinda asagadaki ii¢ sart
saglhyan bire-bir bir egleme yapilabilir.

1 - Dogrunun her noktasmna bir ve yalniz bir reel say1 eslenir.
2 ~ Her reel sayrya bir ve yalmz bir nokta e§lem'r.

.3~ Dogru iizerindeki iki nokta arasindaki uzakhk bu noktalarla
eslenen reel saylarm farkinin mutlak- degeridir.

Bu aksiyomda so6zii edilen A, B noktalan arasmdakl uzakllgl
|AB| bi¢iminde gosterecegiz.

Reel saylar bir dogru iizerine yerlestirdigimizi diigiiniirsek 6-2.
" Aksiyom . bir cetveli olusturmaktadir.

‘¢

6-1. Tanim

. 6-2. Aksiyom .ile beiirtilen bu cetvele dogru iizerinde koordinat
sistemi, bu dogru iizerinde bir noktaya e§lenen reel saylya da o nok-
tanin koordinat1 denir.
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6-1. Omek

-2 . -1 o

- Y

A 12) O

o1

Oba
myr

(6-3. Sekil)

"(6-3. Sekil) de |

A nm koordinati, —2 dir. Bunu A(—2) seklinde gﬁstefehi]iriz.v

B nin koordinats, —1 veya B (—1)

D nin k'oord‘inatl, V2 veya D (1/2)

AB uzakh#, |AB|_|--2——(——1)|~—|——1|_ :

AC uzakh, |AC|=|—2— 1|_|—3|

BD uzakhg, |BD|=|—1—/2 |=1‘+\/ 2 dir.

Koordinat sistemlerinde birim ve yon segmekte tamamen serbestiz.
Birimi nasil segersek segelim yapacagimiz ispatlgr daima dogru olacak-
tir. Ancak bir birimde anlasmamiz faydah olur. Bundan sonra koordinat

sisteminde nokta igsaretlemelerinde ayni birimi Sthlglmlzl kabulleneceglz
Bunu su aksiyomla peklstlrellm

6-3. | Aksiyom

Bir dogru iizerinde A ve B gibi farkh iki nokta vefildiginde A min

. koordinat1 sifir, B nin koordinat: pOthlf bir reel sayl olacak bi¢gimde

bir ve yalmz bir koordinat sistemi segilebilir.

© 6-2. Ornek

B
1 2 3 4 7
(6-4. Sekil)

(6—4 Sekil) de A nin koordinatl 0, B nin koordinaﬁ 4 olacak bi-

¢imde secilen bir ve yalmiz bir koordinat sistemi gériiyorsunuz. -
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6-1. Ahgtirmalar
1. Asajndaki sayilanm mutlak degerlerini bulunuz.
a) 3 b) —/ 1 ¢) —6,2 d) 9

e) VI3 )0 g)—% h) =

4 \‘ | 2. Asagidaki ifadelerin hangileri daima dogrudur? (Harfler reel
! ~ sayilardir.)

a) ;2—7|=7_2 ‘ b) |a|=a
b | c) |a¥=a? o d) |3—aj=a—3
) Jal4-lal=]a+4 f) |—n|=mn

‘g) |a—4|.=|4-—a| h) ]a—b[:lb—al

" 3. Bir say1 ekseni gizerek iizerinde, asagida koordinatlar1 verilen

B noktalar1 gosteriniz.

a) —3 ‘ b)——-\/i c) 0 d) \/7
I | | 1 - 4 1 .3
4. Asafnda koordinatlan verilen noktalar arasindaki uzakliklar:
‘ bulunuz. /

a) 3 vesd , ‘ b) —2 .ve 1

c) 0ve3 d) 0 ve ———‘3

, 2 1
¢) aveb Dy vy

g) V'3 ve 2 - h) /5 Ve*\/s.
' 5. A§ag1dékilerden hangisi koordinat sistemidir? (6-2. aksiyomu
e saglayan sistemin koordinat sistemi oldugunu hatirlayimiz.)

a) ~_5 -4 -3 -2 -1 ° A 2

4 5 7

3
g . - >
Mg T T 5 & 5

' -‘ - -
r‘ c) AP ] P 5 6 7 2 9 40 M
| | d) < 3% T & ¢ 8 9 1o

. —
e)< L4

5 4 -3 2 -1 (o] 1 -2 3 -4 5.
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6.a) x€R,|x|<3 ifadesi, —3 ten biiyik ve 3 ten kiigiik reel sayi-
larm kiimesini gosterir. Yani bu ifadeyi saglayan noktalarm kiimesi
{x|—3<x<+43,x€R} dir. Bunu reel sayllar ekseni iizerinde (6-5.
Sekil) deki gibi gosteririz. (Burada u¢ noktalar kiimeye ait olmadipn
icin agqik ¢izilmistir.) '

2 {o— £\ N
- 3 '3 ’

(6-5. Sekil)

b) [x—4|<2 ifadesi de kendisinden 4 eksigi, —2 den biiyiik veya
_esit, 2 den kiigiilk veya esit olan sayilar kiimesini gosterir, Yani bu
ifadeyi saglayan kiime, {x}—2<x—4<2} dir. Buradan —2 <x—4
<2 => 2<x<6 bulunur. Bu kiimeyi reel sayllar ekseninde (6-6. Sekil)
deki gibi gﬁsteririz. ‘ -

4
~

2 s

(6-6. Sekil)

¢) [x—1[>3 onermesinin dogruluk kiimesi ise {xx—1>3 veya
x—1<—3} tiir. Buradan, x—1>3 => x>4 veyax—l<—3 => x<—2
onermeleri elde edilir. Bu kiime de (6-7. Sekil) deki gibi gosterilir.

. -2
€ —0— %‘L >

- (6-7. Sekil)

Siz de agagidaki onermelerin dogruluk kiimelerini reel sayilar
ekseni iizerinde gosteriniz.

a) [x|<4 : b) |x|<2 ¢) |[x|=4
d) [x|>5 e) [x[>0 - ) x[=>0
g) |x—3|<2 h) |x+7|<10 1) x—1| =5

6-2. Arada Olma

Bir sirada iig 6grencinin oturdugunu varsayalim. Bunlardan kag
tanesi diger ikisi arasindadir, diyebilirsiniz? Cevabimz, “yalmz bir
ogrenci diger ikisi arasmdadir” olacaktir.
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A

De

8

>

(6-8. Sekil)

(6-9. Sekil)

(6-8. Sekil) deki ! dogrusu iizerinde alman A, B, C noktalarmm
goriiyorsunuz. Bunlardan hangi nokta diger ikisi arasmndadir? B nok-
tasiin A ile C noktalar arasmnda oldugunu kolaylikla séyleyebilirsiniz.
Oysa (6-9 Sekil) deki cember iizerinde alnmis olan A, B, C noktalarn-
dan herhangi birinin diger ikisi arasinda oldugunu séylemek imkansiz-
dir. Ciinkii bu durumda arada olmadan ne anladifimz agikca ortaya
koyamayiz. Bir dogru iizerinde alman ii¢ noktadan birinin, diger ikisi

arasmda olma sartim agagidaki tamim bize vermektedir.

6-2. Tanim

Eger A, B, C bir dogrunun farkh ii¢ noktalar ve |AB|—|—|BC]# |[AC|
ise, B noktas1 A ile C arasindadur. ' o

Bir dogrunun, noktalardan olusan kiime oldugunu ‘hatlrlaylmz.,‘

Bir dogru iizerinde A ve B noktalarimi aldifimizda dogruya ait A ile B
afasmda kag nokta vardir.? A ile B arasinda olmayan kag nokta var-
dir. (6-10. Sekil). ' ’

< L
~ v &

P o

A B
(6-10. Sekil)

6-3. Tamm

Bir dogrunun A, B noktalan ile bunlarin arasinda bulunan biitiin
noktalardan olugan kiimeye AB dogru pargasi denir ve [AB] sembolii
ile gdsterilir (6-11. $ekil). o ' :

A, B noktalarma dogru par(}asmm.ﬁq noktalar1 denir. '

. —e
A B

(6-11. Sekil) -
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Defte;inizde farkh iki nokta alarak bumlarm belirttigi dogru par-
gasinl ¢iziniz. '

6;4. Tanm

A, B noktalar bir I dogrusunun noktalan ise, [AB] dogru pargasi
ve B noktasi A ile C arasinda olacak bigimde alinan C noktalarmm kiime-
sine AB 15m1 denir ve [AB bigiminde gﬁsterilir (6-12. Sekil).

A 0
(6-12. Sekil)

em—— -

rs >

Bu tamuma gére, [AB=[AB]U{C||AB|+|BC|=|AC|} olur. A nokta-
sma isynm baglangic noktasi denir.

— - >
c d s
< . -

.(6-13. Sekil)

(6-13. Sekil) de gordiigiiniiz 1gmlar, [CD, [EF, [KM, [PS bigiminde
yazlr. ‘

A -3 c

'
T

(6-14. Sekil)

(6-14. Sekle) bakarak [AB=[AC ve [AB#[BC oldugunu goriiniiz.

] A ' e
< ~a- - *~— >

(6-15. Sekil)

(6-~15. Sekil) ‘d.e, [AB ve [AC 1smlarmu ayn ayn diisiiniiniiz. [ABN
[AC={A} dir, degil mi? Boyle, iki 1gina z1t 1gmlar diyecegiz.

Simdi arada olma ile ilgili olarak verilen asagidaki teoremleri ispat-
layalim. o
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olur.

3-2, aksiyom geregince AB dogrusunun ancak bir noktasmn koor-
dinat: x olacagmdan yalmsz bir tek C noktas vardir.

(6-17. Sekil) de B noktasinin, A ile C arasimnda oldugunu gériiyor-

sunuz. [AB| ile |BC| yi hesaplaymmz. Bu durumda, B noktasina [AC]nin
orta noktas: diyecegiz.
A B c

- Py o

3 T 4
(6-17. Sekil)

v

N

6-5. Tamm
B noktas: A ile C arasmda ve |AB|=|BC]|. ise B noktasma [AC]

» dogru pargasmun orta noktas1 denir.

6-5. Teorem
Her dogru par¢asmn bir ve yalmiz bir orta noktasi vardir.

Ispat : [AC] dogru pargas iizerinde |AB|=|BC| olacak bigimde bir
B ‘noktasi bulacagiz ve bunun yalmz bir tane olacagmmi gosterecegiz.

B noktas1 A ile C arasinda olacag i¢in |AB|+4|BC|=|AC| ve orta nokta

tamimindan da |AB|=|BC| olmalidir. Burdan 2.]AB|=|AC| bulunur.

Yani, [AB| =l .JAC| dir. [AC 13m iizerinde koordinatli‘ |AC| olan

B noktasi, 6—4 Teorem geregince yalmiz bir’ tanedir ve B noktas1 A

ile C nin arasinda oldugu i¢in B noktas [AC) dogru par¢as: iizerindedir.
6-5. Ornek

(a) Ug noktalar1 A(2), B(10) olan [AB] dogru parcasmin orta nok-
tas1 C(6) noktasidir. ' '

(b) Ug noktalar1 P(—1), Q(11) olan [PQ] dogru pargasmin orta
noktas1 R(5) noktasidir.

6-2. Alistirmalar
1. [AB] ile [AB arasmdaki farki belirtiniz.

2. Bir Il dogrusu ve iizerinde bir A noktasi almz. r bir pozitif

say1 olduguna gére A dan r kadar uzakhkta ve ! dogrusu iizerinde kag
nokta vardir?

|AC|=[x—0]=]x| ve x>0 oldugu igin |x|=x dir. O halde JAC|=x
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3. Asafida koordinatlan ile verilen ii¢ noktadan hangisinin diger
ikisi arasinda oldugunu séyleyiniz.

) A(—D), B, @)
) M(10), N, 0(—4)

sr(D) o) )
4 D (v7), B3I, FQ

4. Asafda ug noktalan verilen dogru pargalarmun orta noktalar- |
nin koordinatlarim bulunuz.

a) A2), - BQ)
b) P(4) - 0(7)
c) M(v/2) N5

as() s}

6-3. Dogrular, Diizlemler

o]

Tanimlanmamis terimlerimizin nokta, dogru, diizlem oldugunu ha-
tirlayimz. Dogru ve diizlem, elemanlan sayillamayacak kadar ¢ok olan
nokta kiimeleridir. Ancak onlar uzaym birer 6z alt kiimeleridir. Bunun
igin dnce uzaym tanimim verecegiz, daha sonra da, nokta, dogru ve
diizlem arasindaki iligkileri inceleyecegiz.

6-6. Tanm
Biitiin noktalarm kiimesine uzay denir.

Bu béliimle ilgili olarak verecegimiz teoremlere gegmeden once

baz tamim ve aksiyomlar verecegiz. Bunlar: dikkatle okuyunuz.

6-7. Tanim

a) Bir nokta kiimesinin biitiin noktalarm igine alan bir dogru
varsa, bu kiimenin noktalan1 dogrusaldir denir. .

b) Bir nokta kiimesinin biitiin noktalarim i¢ine alan bir diizlem
varsa bu kiimenin noktalan diizlemseldir denir.
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6-6. Ornek

(é-ia. Sekil)

(6-18. Sekil) de

B,E,C noktalann dogrusaldir.
A,B,C noktalar: dogruéal degildir.
B,E,C,D noktalan diizlemseldir.
A,B,E,D noktalan diizlemsel degildir.

Defterinizi, kaleminizin sivri ucu iizerinde tutmaya ¢ahgimz. Kolay
oluyor mu? Kalem sayisim énce ikiye, sonra da iige gtkarmmz. Ne gorii-

"~ yorsunuz?

Agagida verecegimiz aks1yom1ar diizlem Ve uzay igin istenilen

ozeligi verir.

6—4. Aksiyom

1) Herhangi ii¢ noktadan en az bir diizlem geger.

- 2) Dogrusal olmayan ii¢ noktadan bir ve yalmz bir diizlem geger.

3) Her diizlemin dogrusal olmayan en az ii¢ noktasi, uzaym diiz- X

lemsel olmayan en az dort noktas: vardir.

6-5. Aksiyom

Eger farkh iki nokta bir diizlemin elemam ise, bu iki noktay: igine
alan dogru, o diizlemin i¢inde kalr.

6-5. Aksiyom bir diizlemin diiz oldugunu, her yénde sonsuza uzan-
digim ifade eder. Bir dofru parc¢asi veya bir 1sm bir diizlemin iginde
ise bu dogru pargas:1 veya bu 191mmn behrttigl dogru da o duzlemm igin-
dedlr
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6-6. Teorem

Bir dogru, i¢inde bulunmadlgl diizlemi keserse ara kesit bir tek
noktadir. (6-19. Sekil). t

/ \

(6-19. $ekil)

Ispat : I dogrusunun E diizlemini kestigi veriliyor. Ara kesit kii-
mesinde A ve B gibi en az iki nokta oldugunu varsayalim. O zaman,
l dogrusu 6-5. aksiyom geregince E diizlemi iginde olmahdir. Oysa, |
dogrusunun E diizlemi i¢inde olmadigi biliniyor. Su halde, arakesit
bir tek noktadan olugmaktadlr

- 64. Aksiyom dogrusal olmayan iig noktadan bir ve yalmz bir diiz-
lemin gegtigini belirtmektedir. Halbuki bir diizlemi belirtmek igin her
zaman ii¢ noktadan séz etmeyiz. Bununla ilgili olarak agafidaki teorem-
leri veriyoruz.

6-7. Teorem

Bir dogru ile digindaki bir noktadan, bir ve yalmz bir diizlem geger
(6-20. Sekil).

Ispat : Verilen dogru I, digindaki nokta C olsun. ! nin en az iki
noktas1 vardir. Bunlar A, B olsun. A, B, C dogrusal olmayan farkh ii¢
nokta oldugundan 6-4. Aksiyom geregince A, B, C noktalarmdan bir
ve yalmz bir diizlem geger. O halde bir dogru ile disindaki bir noktadan
da bir ve yalmz bir E diizlemi gecer. Neden?

(6-20. Sekil)
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6-8. Teorem o
Kesigen iki dogrudan bir ve yalmz bir diizlem geger (6-21. Sekil).

(6-21. Sekil)

Ispat : Verilen iki dogru lile d olsun ve bunlar A noktasinda ke-
sigsinler. I dogrusu iizerinde A dan farkh bir B noktas, d dogrusu
iizerinde de A dan farkh bir C noktasi1 alalim. Birbirinden farkli ve
dogrusal olmayan, A, B, C noktalar: elde ettik. O halde, “Kesisen ve
birbirinden farkh iki dogrudan bir ve yalmz bir diizlem geger” diyebi-
liriz. ‘Neden? : : :

Farkh iki diizlem diisiinelim. Bu diizlemleri P ve Q ile gosterirsek
PNQ=0 veya PNQ+£D olabilir. Iki diizlemin kesisimi ile ilgili su aksi-
yomu verelim. o '

6-6. Aksiyom

Kesigen farkh iki diizlemin arakesiti bir dogrudur.

(6-22. Sekil)

(6-22. Sekil) de, PNQ=AB oldugunu gériiyorsunuz.
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6-4. Konveks Kiimeler

Y

(6-23. Sekil)

(6-23. Sekil) deki kiimelerin herbirinin i¢ bolgesinde herhangi
P, Q noktalari alip bunlar birlegtirelim. Ilk ii¢ kiimede [PQ] nun bu
kiimelerin alt kiimesi oldugunu yani bu kiimelerin [PQ] yu i¢ine aldi-
g, diger iki kiimede ise [PQ] tizerinde bu kiimelere ait olmayan en az
bir nokta bulundugunu séyleyebilirsiniz. Siz de, ¢esitli nokta kiimeleri
ahmz ve bunlar iginde alinan her iki noktay1 birlestiren dogru parga-
smin bu ‘kiimelerin i¢ginde kahp kalmayacaklarim saptaymz.

6-8. Tanim

Bir A nokta kiimesinin her P, Q nokta ¢ifti i¢gin [PQ] dogru parcas:
A kiimesinin i¢inde kalirsa, A kiimesine konveks kiime denir.

Bu tamm geregince A kiimesi konveks ise,
VP, Q€A i¢in [PQ]cA
drr.
6-7. Ornek _
a) Dogru konveks bir kiimedir.

b) Diizlem konveks bir kiimedir.

" ¢) Bir dogrunun bir noktasim gikarsak geriye kalan noktalar kiimesi
konveks degildir. Neden? (6-24. $Sekil).

< ® o— *———>
: P A Q
(6-24. Sekil)

Diizlemin ve uzaymn konveks birer nokta kiimesi oldugunu diisii-

" nebilirsiniz. Diizlemi bir dogru ile, uzayr da bir diizlemle ikiye ayirsak

elde edilen nokta kiimelerinin de konveks oldugunu sezginizle anlaya-
bilirsiniz. Bu gergekleri aksiyom olarak verelim. ’
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6-7. Aksiyom (Diizlem Ayrrma Aksiyomu)

Bir diizlem ve onun u;.mde bir dogru verilse, diizlemin bu dogrunun .
iki yaminda kalan nektalan aqagldakl kosgullara uygun iki kiime olusg-

turur.
1. Kiimelerin her bir konvekstir.

2. Eger P bu kiimelerden biri iginde, ‘Q digeri iginde ise [PQ]
dogru parg¢asi bu dogruyu keser.

(6-25. Sekil)

(6-25. Sekil) de goriildugii gibi E diizlemi ! ile H, ve H, gibi iki
kisma aynlmigtir. PEH,, Q€H, ve [PQINI={A} dir. Burada H,, H,
kiimelerine yar diizlemler, L dogrusuna ayirma dogrusu adim vere-
cefiz. | ayirma dogrusu bu yan diizlemlerin highirine ait olmayacaktir.
6-7. aksiyom bize aym yar1 diizlemde sézgelimi H, de ahnan iki noktay1
birlestiren dogru pargasmin ! yi kesmeyecegini de vermektedir.

6-8. Aksiyom

Bir diizlemin iki yaninda kalan uzaym noktalar agagidaki kogul-
lara uygun iki kiime olusturur (6-26. Sekil).
1. Bu kiimelerden her biri konvekstir.

2. P bu kiimelerden biri iginde, Q digeri iginde ise [PQ] dogru par-

cast diizlemi keser. '\
, \ E
Vi A 4+
| gl v
P T

(6 26. Sekil)
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- E diizlemi uzay1 V,;, V, gibi iki kisma ayiryor. PEV1 » QEV, ise

[PQINE={A} dir. V, ve V, ye yan uzaylar, E diizlemine de bu yan
uzaylarm yiizii denir. E yiizii V, ve V, yan uzaylarimn higbirine ait
olmayacakur. P, Q noktalarmmn ikisi de aym yar: uzayda, ¢ omegln V,de
ise [PQ] dogru pargast E diizlemini kesmiyecektir.

6-3. Alsgtirmalar

. Ism konveks bir kiime midir?
. Dogru pargas1 konveks bir kiime midir?
. Bir tek noktadan olugan bir kiime konveks midir?

1
2
3
4. Bos kiime konveks midir?
5. Kiire yiizeyi konveks midir ?
6. Kiirenin igi konveks midir?
7. a) Bir nokta uzay: ayrabilir mi?

b) Bir ddgru uzay1 ayirabilir mi?

c) ‘Bir diizlem uzayr ayirabilir mi?.

d) Bir nokta i¢inde bulundugu diizlemi ayu'ablhr mi?

e) Bir nokta u;mde bulundugu dogruyu aylrabxhr mi?
8. (6-27. Sekil) dekl gember ve iglerinden olugan A ve B kiime-

lermm,
a) Birlegimi
b) Kesigimi

konveks midir?

LL 2z AY N\

f— v X .
s —\

\—
\ AY F : 7

C 5 / 7

N— A ¥ S’ > 4

A(‘— \v\' 7 B A . . B

(6-27. Sekil)

9. Konveks iki kumemn bll‘le§lml konveks olabilir mi? Cevabimza
uygun bir érnek veriniz.

10. Konveks olmayan iki kiimenin birlegimi konveks olabilir mi?
Omek veriniz.
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11. Bir dogru iizerine alman farkh iki nokta dogruyu kag kisma
aymnr. Bu kisimlarim her biri konveks midir?

- 12. Bir diizlemde, bir noktada kesigen iki dogru diizlemi kag biii-

‘geye ayirir?

13. Kesigen iki diizlem uzayr kag¢ bélgeye ayirir?

14. Farkh ii¢ diizlem uzayr en az ve en gok kag bilgeye ayirr?

6-5. Agilar, Ucgenler

S
i

(6-28. Sekil)

(6-28. Sekil) ler birer aq gostermektedir. Gériiliiyor ki,‘ aq iki
igindan olugmaktadir. Agmum tammum asagidaki bigimde vereceiz.
6-9. Tamim

Ayni dogru iizerinde olmayan ug noktalar1 ortak iki iginun birlesi-
mine ag1, bu 1ginlara agimin kenarlan, ortak noktalarma da agiin kogesi
denir (6-29. Sekil).

L
>

(6-29. Sekil)
[AB ve [AC ismlarmin birlegimi olan agiyr BAC ya da CTX\B bigim-

lerinde gésterecegiz. Bazen bir agiyr yalmz kise adiyla da sdyleriz.
Ornegin, yukardaki agiy1, A agist diye de yazabiliriz. Ancak bu durumda

,hangi agry1 sdyledigimiz kesinlikle belli'olmahdlr.

A ¢ A

—

(6-30. Sekil)

(6-30. Sekil) dekiler bir ag1 degildir. Ancé.k Bir ag1y1 belirtebilirler.
[AB] ve [AC] dogru pargalan [AB ve [AC 151m olarak almirlarsa her iig

sekilde de BAC elde edilir.
v,A(;l bir nokta kiimesidir. Bir agimn bulundugu diizlemde baz
noktalar agiya ait baz noktalar ise agiya ait degildir. Omegin (6-31.

AN
Sekil) de A, B, C, D, E noktalar1 BAC agisina aittir. F, G, H noktalan

ise agimn eleman degildir.

1 (6-31. Sekil)

. Agimun, diizlemi iki bolgeye ayirdigina da dikkat ederek agagidaki
tanlml verelim. _

6-10. Tamm

Bir E diizleminde bulunan BAC agismin i¢ bolgesi, su iki yan
duzlemln arakesit kiimesidir (6—32 Sekil). ‘ '

1- AC kenar dogrusuna gore B nin bulundugu yan diizlem.

2~ AB'kenar dogrusuna gore C nin bulundugu yan diizlem.
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(6-32. Sekil)

_Bir nokta agmn iizerinde veya iginde degilse aginm disindadar.

6-7. Ornek

=
(6-33. Sekil) |

) A
(6-33. Sekil) de P noktast BAC agisinm iginde; Q, R, S noktalar1
ise agmn digmdadar. o

A | A A

NN
(6-34. Sekil)

c
(6-34. Sekil) ler birer iiggeni gostermektedir. Bu gekillerde [AB],

[BC], [CA] dogru parcalan vardir ve bunlar birer nokta kiimeleridir.
O halde bir nokta kiimesi olarak iiggenin tamimmi verelim.
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6-11. Tamim

A, B, C aym dogru iizerinde olmayan ii¢ nokta olsun, [AB]‘,' [BC],
[AC] dogru pargalarmm - birlesimine iiggen, [AB], [BC],[AC] dogru
pargalarma iiggenin kenarlan, A, B, C noktalarma da iiggenin kogeleri

o
denir ve iiggen ABC bigiminde gosterilir (6-35. Sekil). -

B — 7/ _

(6-35. Sekil)

Bir AﬁC iiggeni ii¢ agry1 belirtir fakat aqlar tamamen i¢ine almaz.
ABC iggeninin agilan, BAC, ABC, BCA veya A, B, C bigiminde goste-
rilir. o (

Bir iiggenin bulundugu diizleme ait noktalarm bazlan iiggene ait
bazilan ise iicgene ait degildir. Noktalarm durumunu belirtmek igin
agagidaki tamm verelim.

6-12. Tanim

Bir nokta, ii¢ggenin biitiin a(;1larm1n iginde ise bu nokta ii¢genin
igindedir, denir. Uggenin igindeki noktalarm kiimesine de ii¢genin ici
denir.

Uggenin diizlemsel olduguna dikkat ediniz. Uggen diizleminde,
iiggene veya igine ait olmayan noktalarm kiimesine iiggenin dipn denir.

6-8. Ornek

2R <= = > J

B Q , “ :o G
(6-36. Sekil)
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(6-36. Sekil) de E noktas ii¢genin 'iginde, F, G, P noktalar ise
iiggenin disgindadir, Q, A noktalan ise iiggenin iginde ya da disinda de-

gildir, iiggenin iizerindedir.

6-4. Alhgtirmalar

1- Bir aq1 ¢iziniz. A¢gimin iginde bir A noktasi ve agmn disinda

- bir B noktas igaretleyiniz.

a) [AB] dogru pargas aginin iki kenarimi da keser mi?

b) [AB] dogru pargasi agmin en az bir kenarmi keser mi?

¢) [AB] dogru pargas1 agimin kégesinden gegebilir mi ?

d) Aqinm késesi agmm iginde midir? disinda madir?

e) Agmn i¢i konveks bir kiime midir ?

f) Aginin disi konveks bir kiime midir? .

2—- Bir A%C iiggeni ¢iziniz. Uggenin iginde bir P noktam disinda

bir Q noktas: igaretleyiniz. s : :

a) [PQ] dogru pargas: iiggenin kag kenarmu keser ?

'b) [PQ] dogru pargas iiggenin bir késesinden geciyorsa iiggenin
‘kag kenarim kesmis olur? '

¢) Uggenin i¢i konveks bir kiime midir?
d) Uggenin dis1 konveks bir kiime midir?
e) Uggen konveks bir kiime midir?

(6-37. Sekil)

(6-37. Sekil) deki tim ag ve iiggenleri yazimz, -

- 4~ Bir nokta bir ii¢genin iki agismmn i¢inde ise tiggenin de igin-

dedir. Neden? (Bbyle bir noktanm iigiincii agmmn da iginde olacagmi

gosteriniz.) ‘
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5~ Uggenin disinda alman bir nokta, iiggenin agilarindan,
‘a) Birinin iginde olabilir mi?
b) Ikisinin i¢inde olabilir mi?
¢) Ugiiniin iginde olabilir mi?

6—

(6-38. Sekil)

Eger bir d dogrusu, A%C iiggeninin kenarlarmdan ikisini koselerden
farkl D ve F noktalarinda kesiyorsa, iigiincii kenar kqsmez. Kanitla-
ymz. (Sekil 6-38).

6-6. Agilarm Olgiilmesi

A

180 A : B
(6-39. Sekil) _
Agilarm iletki adi verilen bir arag ile derece olarak olgiildiigiinii

biliyorsunuz. (6~39. Sekil) deki iletki ile kégesi A noktasinda, bir kenar
da H ylan diizleminin kenar dogrusu iizerine getirilen agilarm 6lgiilerini

 bulmak miimkiindiir. Bir aginin kenarlar1 arasinda kalan derece say1-

sina o agiun olgiisii diyecegiz.
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Bir élgme sonunda BAC agis1 xqm T sayis1 bulunuyorsa, BAC ag1-

smm dlgiisii r olacaktir. Bunu m BAC—r bigiminde yazacak ve “olq.u .

BAC_r bi¢giminde okuyacaglz
- 6-9! Aksnyom (Agr Olgme Aksiyomu)
Her BAC agisina 31f1r ile 180 arasmda bir reel say1 kargl gehr

6—13 Tanim

6-9. AkSIyom ile bir BAC agisma kar§1 gelen sayxya bu agmm §l-

- ¢usii denir ve m BAC—r bu;lmmde yazhr,

6-10. Aksiyom (A¢1 Cizme Aksiyomu)

[AB, H yan diizleminin kenar dogrusu iizerinde bulunan hir $m -

olsun. P nokta31, H yan diizleminde olmak iizere her r(0<r<180) sayr-

sma karsihk m PAB—r olacak bu;lmde bir ve yalmz bir [AP 111 vardir.
(6-40. Sekil).

1\’

i

(6-40. Sekil)

6-11. Aksnyom (A(;llarm Olgiilerini Toplama Aksnyomu)

D noktas: BAC agisimn i¢inde ise -m BAD—I—mDAC —mBAC dir.
(6-41. Sekil). : : - C

(6-41. Sekil) -
A~ A A~ 8
mBAD=r1, ve mDAC=r, ise mBAC=r,+}r, dir.

. 6-14. Tamim _ )
[AB ve [AC aym dogruya ait zit yonde 1gmlar ve [AD bagka bir

1§10 ise BA.D ile DAC a(,ulan dogrusal ¢ift olugturuyorlar, denir. (6-42.
Sekll)

(6-42. Sekil)

6-15. Tanim

Olgiileri toplami 180 olan iki agiya biitiinler agilax ve bunlarm her -
birine de digerinin biitiinleyeni denir.

— D B
(6-43. Sekil)

«« ~ A
(6-43. Sekil) de mA=10, mB=110 ise mA+mB=180 olduundan

/1? ile /B\ éqllarl birbirinin biitiinleyenidirler.

6-12. Aksiyom (Biitiinleme Aksiyomu)

Bir dogrﬁsal cift olugturah iki a1 birbirini biitiinler.

p

A
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(6—44 Sekil) de. B, A, C noktalan dogrusaldir. O halde CAD agis1
11e DAB agis1 .birbirini butunlemektedlr

6-10. Urnek

(6-45. Sekil)
(6-45. Sekll) de BAC aqusi ile CAF aqgisi, BAD agis1 ile DAF agisi,
BAE agis ile EAF agis1 blrblrlerml butunler

6-11. Ornek

Bir agimin olqusu onu butunleyen agmu *Slgiisiiniin 5 katidir. Bu

- iki agmn olgiilerini bulunuz.

e -, ,
Cozum : Agmin 6lgiisii x ise biitiinleyenin &lgiisii 5% olacaktr.
x+5x=180 , x=30 olur. O halde agilarm élgiileri 30 ve 150 dir.

6-5. Alstirmalar % -
1~ Tletki kullanarak 30, 50, 75, 120’ 160 lik aqlar giziniz.
P : S

F ) .

(6-46. Sekil)

(6-46. Sekil) deki agilardan birbirinin biitiinleyeni olanlar: ‘yazimz.
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3~ Asagidaki noktali yerlere uygun agiyr yazimz (6-46. Sekil).
A A '
a) mFAD+mDAB=m ...
' P N
b) mCBD+mDBA=m ...
~ A~
¢) mEAB—mEAD=m ...
4—

(6-47. Sekil)

(647. Sekil) de mBAC=35 ise x, Yz nin degerlerini bulunuz.

5- 40°, 120°, 15° 175°, x°, 90°—x° lik agilarm biitiinleyenlerini
‘ bulunuz.

6~ Bir aciun 6lgiisii onu biitiinleyen a¢min 6lgiisiiniin iki katidir.
Bu aglarm &lgiilerini bulunuz.

7- Bir agmun &l¢iisii onu biitiinleyenin slgiisiinden 30 fazladir. Bu
agillarmm 6lgiilerini bulunuz.

6-7. Diklik, Dik Acilar, A¢ilarin Egligi

Bu kesimde, dik agilardan, dogru, 151n ve dogru parg¢alarmn dikli-
ginden, agqlarin egliginden ve &lgiilerinin esitliginden séz edecegiz.

6—16 Tanim

Eger dogrusal 4;1ft olusturan acilarm dlgiileri egitse a(;llardan her
biri bir dikagidir.

Biitiinleme aksnyomuna gore r+r—180 oldugu igin r=90 olur.
0 halde dik a¢min dlgiisii 90 dir.
6-17. Tanim

~ Dojru pargasi, 1 veya dogru olan nokta kiimeleri kesistiklerinde
bunlar igine alan dogrular bir dik ag olugturuyorlarsa bunlara diktirler,

denlr
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\A

Dl
]

A
(6-48. Sekil)

[AB] dogru pargas ile [CD 1gm dik i ise, bunu [AB]L[CD bigiminde
gosteririz. (6-48. Sekil).

6-12. Ornek
/F d c I D
- 1 { % N > —_ ol
o) B~ A -
J' (6—49. Sekil) - J-C

(6-49. Sekil) lerde sirayla d | 7, [OCL[OB ve [AB]L[CD] dir.
6-18. Tanim |

Olgiileri toplam 90 olan agilara tismler agilar ve bunlarm herbirine
digerinin tiimleyeni denlr

6—13 0mek
,mA 40, m B—'50 ise A agis ile B a(;lSl blrblnnln tumleyenld.lr
6-14. Ornek

Bir aq1 tiimleyeninin 5 katl ise bu agilarm olqulen kaqar derecedir)

G8ziim : Agmin 8lgiisii, y 1umleyemnln olgiisii x ise y=5x veril-
ml@tlr x+y=90 oldugundan 6x_90 ve x—-15 y=15 bulunur

6-19. Tanm

- Olgiisii 90 dan kiigiik agiya dar a¢1, 90 dan buyuk olan aclya genis
a¢1 denir.

o

— >
> 4

Dar ag1 , Genig aq1
' (6-50. Sekil) -
Agilar birer nokta kiimesi oldugundan bunlan biiyiikliik bakimn-

dan kargilagtiramayiz. Halbuki agilarn Slgiisii birer reel say1 oldugun- '
dan bunlarin esitliginden ya da hanglsmln daha biiyiik veya kiigiik

~oldugundan sz edilebilir.

6-20. Tanim
. ~ A ;
Olgiileri esit olan agilara egaqlar denir. BAC ile PQR esaqlar
N\ N
ise bu BACZPQR bi¢iminde gosterilir. (6-51. $ekil).

R

v o

A ® Q
(6-51. Sekil)

b X

" NS AN AN
m BAC=m PQR <=> BACxPQR
Farkh iki dogru bir O noktasmda kesigirlerse dért tane agq olus-
tururlar. Bu aglardan birer kenan ortak olan herhangi ikisi dogrusal

¢ift olustururlar. Ornegin, COB ile BOD hir dogrusal gift yaparlar.
(6-52. Sekll), ,

C . ‘,"'B

(6-52. Sekil)
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6-21. Tamm

Kenarlan birbirinin =it igmlan olan iki agrya tersagqilar denir.

S

(6-53. $ekil)‘

N AL AN Py
(6-53. Sekil) de POS ile QOR,, POR ile SOQ agilan tersagilardir.

6-6. Ahstirmalar ‘

1 - Iki agt birbirini tiimler ise her ikisi de dar agqidir. ispat ediniz.

2 -~ Her agmm kendisine es oldugunu ispatlayimsz.

3 — Herhangi iki dik a1 estir. Neden?

4 - Iki a1 eg ve birbirini biitiinler ise her bmsl dik agidar. Ispat-
layimmz.

5 - Es agilan biitiinleyen agilar estir. Ispaflayunz.

6 - Es acilan tiimleyen agilar egtir. Neden?

7 - Ters agilarm eg olduklarm gésteriniz.

8 — Kesigen iki doérunun olugturdugu dért agidan biri dik ise
' digerleri de diktir. Ispatlaymuz.

9 — Kesigen iki dogrunun olusturdugu dért aqidan birinin olqusu
olduguna gore digerlerini hesaplayiniz. »

10 = Agagldakl olgiileri verilen agilarm tiimleyenlerini bulunuz.

a) 20 b) 60 e x d) (90—x)
11 - Olgiileri aym olan iki a¢1 birbirini biitiinlerse herbln kag de-
recedir?
12 - Olgiileri aym olan iki aql blrbmm timlerse herbm kaq dere-
~eedir?
13 -
H
. ¢

(6-54. Seidl)
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(6-54. Sekil) de [AB ve [AC, H yan diizleminin kenar dogrusu

¢

AN N
iizerinde zit yonli 1sinlar, BAE ~ EAD ve CAF ~ DAF dir. m EAF
yi hesaplaymlz

Te

:A'/o +
| <5 “ID | B

(6-55. Sekil)

14 -

(6 -55. Sekil) duzlemsel olup, AB CD, PQ dogrularl aynl O nokta-.
smda kesigiyorlar ve AB L CD dir. m BOP—25 ise gekildeki diger

agilarn Glgiilerini bulunuz

6-8 Uqgenleriq Egligi

Uqgenlenn esligini verebilmek igin aqnlarm ve dogru pargalarimin
esliginden soz edelim. Olgiileri aym olan iki agiya es agilar demistik.
Simdi de olgiileri aynm1 olan dogru pargalan diiginelim. Bunlar iist ste
geldiklerinde tamamen ¢akigirlar. ‘

6—22. Tamm

Olgiileri esit olan dogru parqalafma es dogru pargalar1 denir.

- - —
*r

 (6-56. Sekil)

|AB|=|CD] ise [AB] = [CD] yazhr. (6-56 Sekil).

Témmdan da anlasildigina gore bir dogru pargasi kendi kendine
estir, Bir agmun da kendi kendine esligini dgrenmigtik. Biz bu tiir eslik-
lere 6zesglik diyecegiz.
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c E
(6-57. Sekil)

ABC iicgeni ile DEF ii¢geni arasinda bir egleme diigiinelim. Bunu
- ABC €DEF bigiminde gosterecegiz. Bunun anlam A ile D, B ile E,
- Cile F esleniyor demektir. Bu eslemeler A <»D, B ©E, C<>F

bi¢iminde gosterlllr Bu eslemede, eslenen elemanlara kargihkh eleman-
lar diyecegiz.

(6-57. Sekil) deki ABC iggeni ile DEF tiggeni iist iiste getirildik-
lerinde ¢akigirlar m1? Cevabimiz kesin olamaz. Bunlarn iist tiste ¢akig-
malar: baz kogullara bagh olacaktlr Bunu agagidaki tamimla verelim.

6-23. Tamm _ :

Iki iiggen arasmda ABC «>DEF bire-bir eslemesi verilsin. Karg-
Iikh kenarlar ve ‘agilar eg ise ABC <>DEF egleﬁesi tiggenler araémda
bir esliktir. Bu eslik ABC ~ DEF bigiminde gésterilir. Bunu “ABC
ilicgeni eg DEF liggeni” diye okuruz.

A

B v H+ c E
(6-58. Sekil)
L Py
(6-58. Sekil) de ABC ~ DEF ise,
1) |AB|=|DE| veya [AB] = [DE]
2) |BC|=|EF| veya [BC] = [EF]
3) |AC|= ]DF] veya [AC] ~ [DF] ‘
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A A
4) mA=mD veya A ~ D
AN NN
5) mB=mE veya B >~ E
A

6) mC.._mF veya CoF
oldugunu anlariz.
6—14 ﬁrnek

ABC PQR veriliyor. Sekil ¢izmeden agilar ve dogru parqalan
arasnndakl eglnklen yazahm. ‘

Gosiim : [AB] = [PQ], ]BC] = [QR], [AC] & [PR] w2 P

AN A
B;’/C\,C ~ R dir.

6-15; Ornek |

A%C ~ DEF ise BCA ~ EFD yazlabilir. Fakat ABC ~ EDF
yazlamaz. (Kogeler arasindaki bire-bir eslemeye dikkat ediniz.)

6-7. Allqtlﬁnalar

1) XYZ ~ DEF venhyor Birbirine eg olan agilan ve dogru
parqalanm yazmlz

2) ABC ~ DEF ve DEF ~ PQR ise ABC ~ PQR du Ispat- e

layxmz

3) Ucgenler arasnda tammlanan eglik ('~ ) bagmtismimn bir
denklik bagintis1 oldugup.u gosteriniz. ' B

4)A

X

B D c Y
(6-59: Sekil)

(6-59. Sekil) de ABC =~ XYZ oldupuna gére asajnda verilenler
arasma = veya =~ sembollerinden hangisi uygun ise onu koyunusz.
hangilerine her ‘iki sembol de konulabilir?
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-~ s

a) mA mX
N P
b) B Y

¢) [AB] [XY]

d) lAC| - [XZ|

Y e

e) ABD ABC

~ s

f) ACD XZY

Bir cetvel ve bir iletki kullanarak mA=50, {AB|=4 cm., |AC|=5

Py
cm. olacak bigimde ABC iiggenini ¢iziniz. Smifta herkesin ¢izdigi iiggen
es olur mu? Cevabimmz evet olacaktir. Bu gergedi kenar, agi, kenar
(K. A. K) aksiyomu adiyla verecegiz.

6-13. Aksiyom (K. A. K Aksiyomu)

Iki iiggen (veya bir tiggenle kendisi) arasmnda bir egleme verilmis
olsun. Bu eslemede, birinci iiggenin iki kenar: ile bunlarm belirttigi
a1 ikinci d¢genin bunlara karsihk olan elemanlanna es ise, iiggenler
estir. (6-60. Sekil). :

A | / D

B (6-60. Sekil) F

Bu aksnyom geregince, ABC ve DEF uggenlenmn arasinda sz~
gelimi,

. [AB] =~ [DE]
[AC] =~ [DF]

A A

A ~ D

PaN PraN
ise ABC ~ DEF dir.

6-16. Ornek

“Iki dogru pargasi birbirini ortalarsa, bunlarm ug¢ noktalarm
birlestiren dogru pargalar egtir.” teoremini ispatlayalm. Bu ispat
igin 6nce uygun bir gekil gizelim ve sonra bu teoremin hipotez hiikmiinii

aylrallm (6-61. (Sekil).

(6-61. Sekil)

Hipotez : |OD|=|0C| -
|OA|=|0OB|
Hitkiim : |[AD|=|BC]| 7‘ o .

Bundan bbyle ispatlarimizi genellikle iddia ve neden belirterek

(iki siitunda asagidaki bigimde yapacagiz.

iddialar - | ‘ Kanjtlar

1
2
3. AOD ~ HOC
4
5

. |0D| = |0C| Hipotez
. |0A| = |0B| Hipotez

. Ters acilar esittir.
oL oL

. AOD ~ BOC

. |AD} = |BC|

12

K. A. K. aksiyomu (1, 2, 3. maddeler)

. Es iiggenlerin karsihkh elemanlan estir.

o W N -

Bir iiggenin ii¢ kenarindan ikisinin veya ii¢giiniin uzunluklan esit

_yani kenarlardan bazlar es olabilir, Buna gére baz iiggenleri asagidaki

bi¢imde tanimlayabiliriz. I

6—24; Tamm

Iki kenar es olan iiggene ikizkenar ii¢ggen denir. Diger kenara ta-
ban, taban1 igine alan agqilara taban agilamn, ikizkenarlarin arakesiti
olan noktaya da tepe denir. ' :

Ug kenar1 es olan iiggene eskenar u(;gen, kenarlarl birbirine eg
olmayan liggene qegltkenar iiggen denir.
6-9. Teorem (ikizkenar iicgen teoremi)

Bir ii¢genin iki kenar1 es ise, bu kenarlarm kargisindaki agilar

vda estir. (6—62 Sekll)
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C
(6-62. Sekil)

Hipotez : [AB] ~ [AC]

\ Hiikiim /C\ ~ /B\

Ispat

iddialar o . Kamtlar

1. [AB] ~ [AC] 1. Hipotez
2. [AC = [AB] 2. Hipotez
3. T&\ ~A 3. Ozeslik

P~ P-Y
4. ABC ~ ACB 4, K. A. K.vaksiyomu (1, 2, 3. maddeler)
5 /]; ~ /C\ 5. Es iiggenlerin kargihkh elemanlan estir.

6-12, Tanim

”\ AN
Eger D noktasi BAC agisinin iginde ve BAD ~. DAC ise, [AD

i N .
1sim BAC agisum ortalar veya B/A\C acisinn aglortayidir denir. (6-63.

Sekil). - | _

 (6-63. Sekil)

P A ) ,
Eger [AD, BAC agisim1 ortalarsa, m BAD=m DAC dir.
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Bir agmin agiortaymm varhginr ve bunun yalinz bir tane olmas:
gerektigini a¢1 ¢izme aksiyomundan yararlanarak gorebilirsiniz.

Bir iiggenin de aq1 ortaylarmdhn ve kenar ortaylarindan soz edilir.
Bunlar birer dogru parcasidir.

6-26. Tanmmm

Ug noktalarindan biri iiggenin bir kosesi digeri karsi kenarin orta
noktas1 olan dogru pargasina bu iiggenin kenarortay, iicgenin agilarm-
dan birini ortalayan 1gmmin kége ile kargi kenar arasinda kalan pargasina

iiggenin bir aglortayr denir. (6-64. Sekil).
’ A

E D
(6-64. Sekil)

[AD], A dan gegen kenarortay, [AE], A dan gecen agiortaydir.

" Bir iiggenin 3 tane kenarortay:r ve 3 tane de aq ortay vardir.

6-8. Algtirmalar
1. (6-65. Sekil) de |EA|=|ED| ve |AB|=|DC| dir. AEB =~ DEC

PN
ve EBC iiggeninin ikizkenar oldugunu ispat ediniz.

E

A B ) c D
(6-65. Sekil)

. N\ N\ .
2. (6-66. Sekil) de |AB|=]|AE| ve BAC ~ EAC verilmistir.
IDB|=|DE| oldugunu gésteriniz. : :
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| (6-66. Sekilj
3. (6-67. Sekil) de |[AB|=|AC|, [BD 1sm ABC nin, [CD 13:m ACB

nin agortayidir. |BD|=|DC| ve [AD nmn agiortay oldugunu 1spatla-
ylmz

(6—67 Sekil)

4. Eger [AB] ve [CD] dogru pargalan bir E noktasinda birbirlerini
ortallyorsa ADE BCE oldugunu 1spatlaym1z

5. (6—68 Sekll) de, |AB|=|DC|, x._y ise B > D oldugunu is-

patlaylmz
D

A

(6—68. Sekil)

6. Her egkenar iiggenin ii¢ agismn birbirine eg olduklarml ispat-
laymlz
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7. Bir iiggende bir kenarortay ortaladign kenara dik ise o iiggen
ikizkenardir. Ispatlayimz.

8. Bir ii¢genin iki kenarortayi, ortaladiklan kenarlara dik ise
o iiggen eskenardir. Ispatlaylnlz

9. Iki e iiggende es kenarlarin kenarortaylarinin da es olduklarim
ispatlaymiz.

6-10. Teorem (A. K. A. Teoremi)

Iki tiggen (veya bir ii¢genle kendisi) arasimnda bir esleme yaplhyor
Bu eglemede birinci iiggenin iki agis1 ile bu agilarda ortak olan kenan,
ikinei iiggenin b n'ara karsihk olan elemanlarma es ise, bu iki iiggen
birbirine estir. (6-69. Sekil). ‘

A

B o
(6-69. Sekil) .
Fa
Hipotez : A =D, B ~ E, |AB|=|DE|
- Hiikkiim : ABC ~ DEF
Ispat = . |
iddialar Kanitlar
1. [DF igm iizerinde |DF'|=|AC|| 1. Nokta yerlestirme
2. |AB|=|DE| 2. Hipotez
3. <A\ ~ /]3 3. Hipotez
-8 p-Y : )
4. ABC =~ DEF’ 4. KAK Aksiyomu
) AN ’
5. ABC ~ DEF 5. Es iiggenlerde kalsihkh ele-
. ‘manlar estir.
: N\ A\
6. ABC ~ DEF 6. Hipotez
~ N _ ,
7. DEF' ~ DEF _ 7. lddia 5 ve 6 gegisme.
8. [EF ve [EF’ aym 1smdir. 8. Iddia 7 ve ¢izme aksiyomu
9. F=F’ 9. Iki dogru en fazla bir nok-
‘ - tada kesigir.
o ey . .
10. ABC ~ DEF 10. Iddia 4 ve 9.




246

6-17. Omek

e
(6-70. Sekil)

1}

: N\
(6-70. Sekil) de x=y ve a =b ise |AD|=|AB| ve ﬁ =~ B oldugunu

gosterelim.

Iddialar "~ Kamtlar
1. x=y ' 1. Verilmis
2. |AC|=]AC| 2. Ozeslik
3. a=b 3. Verilmi§b
£ £ ’
4. ADC ~ ABC- 4. AK.A. Teoremi
: A A '
5. |[AD|=[|AB| ve D @ B 5. Es ii¢genlerde karsihkh ele-
‘ ‘ . manlar

6-9. Algtormalar

1. A = B ve [0A|=(0B| ise T = D oldugunu gosteriniz. (6-71.
Sekil). | ' 5

c a

(6-71. Sekil)
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A\ N
2. (6-72. Sekil) de 0 noktasi [AB] nin ortasi, DAB > CBA ve
IS N
COA ~ DOB dir. [AD]

e

[BC] oldugunu ispatlayimsz.

(6-72. Sekil)
3. Iki es ii(;gehde es agllarin  agiortaylarmn da es olduklarim
ispatlayimuz. ‘ . '
4. ABC de A mm agiortayr [BC] ye dik olursa ABC iiggeni ikizke-
nardir. Ispatlaymiz. .

5. (6-73. Sekil) de x=y ve |HB|=|HM] ise |HF|=|HR| oldugunu
ispatlayimz. : :

(6-73. Sekil)

'K ~ Tise [RX|=|RY]

6. (6-74. Sekil) de |BK|=|TS|, B =
oldugunu ispatlayimsz. »
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Y
(6-74. Sekil)

6-11. Teorem (K. K. K. teoremi)

Iki tiggen (Vfaya bir iiggenle kendisi) arasinda bir esleme yapihyor.
Eger biitin karsihikh kenarlar es iseler iiggenler estir. (6-75. Sekil).

B D
(6-75. Sekil)

Hipotez |AB|_|DF|, |BC]_[FE|, ]AC] .|DE]
Hikiim : ABC ~ DEF
c

| (6-76. Sekil)

Ispat

iddialar
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Kamtlar

1. C ile x, AB nin =t tarafinda | 1.
ﬁlx ~ EDF olacak bl(;lmde

[Ax glz1hr

2N PaV
AF'B = DEF
|AC|=|AF|
|BC|=|BF|

ACH ~ AFH
A\ Pas
BCH ~ BF'H

. m ACH+m BCH

i

O O 1w

— e
_ S

.A@B;AFB
. ACB

a
. ACB

e .

o
3]

DEF

o
o

12

P
DEF

6-18. Ornek

[Ax iizerinde IAF’|,=|DE| almar}

[CF], AB yi H de keser.

. m AFPHIm BFH.._m AFB

=m ACB

e
(=

O @ A N Wbk W N

12.
13.

A<;1 ¢izme aksiyomu .

(6-76. Sekil).

. Nokta yerlestirme.

K. A. K. aksiyomu
Hipotez ve iddia 2

" Hipotez ve iddia 3

iddia 1
iddia 4
fddia 5

. Ag toplama aksiyomu
. Agt toplama zksiyonu

.

iddia 7, 8, 9,10
iddia 3 ve 11

iddia 12, Hipotez ve K. A. K.
aksiyomu

o Pay Pal
(6-77. Sekil) de [AD] ~ [CB] ve [DC] ~ [BA] dir. ABC ~ CDA.

oldugunu ispatlayalim.

(6-77. Sekil)
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1ddialar Kanitlar
1. [AD] = [CB] 1. Verilmig
2. [DC] =~ [BA] 2. Verilmis
3. [AC] x [CA] 3. Ozeslik
- P
4. ADC ~ CBA 4. K. K. K. teoremi
A ~ ’
5. CDA = ABC 5. Es iiggenlerde karsibkh ele-
: manlar estir.

6-10. Allqtu'malar
1. Bir ikizkenar iiggenin tabana ait kenarortay'L tabana diktir.
Ispatlaymiz.

2. Bir eskenar ﬁqgenin her kenarortay: ortaladig1 kenara diktir.
Ispatlaymz.

3. (6-78. Sekil) de |[AD|=|BC|, |AB|=|DC| ve x noktas1 [DB]
nin orta noktasidir. |XY|=|ZX| oldugunu gésteriniz.

(6-78. Sekil) -
. (6-79.. $ek11) de [CK] 1 [AB], [AH] 1l [BC] ve |KB|=|BH] ise
]CK] :|AH| oldugunu 1spatlay1n1z

A
K

, -
(6-79. Sekil)

N

(6-81. Sekil).
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5. ABCD. diizlemsel seklinde, |AB|=|CD| ve |AD|=[BC| dir.

[AC] ile [BD] nin birbirini ortaladygim ispatlaymmz. (6-80. Sekil).

B c

A —'D
(6-80. Sekil)
6-9. Paralel Dogrular
Buraya kadar dogrularin kesigme durumlarim inceledik.'Kesi§en ’
iki dogrunun diizlemsel oldugunu biliyorsunuz. O halde diizlemsel
olmayan iki dogrunun kesisemiyecegini soyleyebilirsiniz. :
627, Tamm

Duzlemsel olmayan dogrulara aykir: dogrular denlr

Bu tamm bize aykir dogrularm kesismedigini belirtir. Duzlemsel
olduklan halde kesismeyen dogrularda vardir. Biz bu kesimde diizlem-
sel olup ta kesismeyen dogrulan ve ozeliklerini vermeye gahsacagz.

6-28. Tanim

Diizlemsel olup ta kesmmeyen dogrulara paralel dogrular denir.

(6—81; Sekil)

Bu tanumdan sonra paralel iki dogrunun bir ve yalmz bir diizlem
iginde bulunacagm sezginize birakiyoruz. AB ve CD dogrulan paralel
ise bunu AB | / CD bigiminde gésterip “AB paralel CD” diye okuya-

caglz.
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6-12. Teorem

Bir- diizlemin verilen bir dogrusuna iizerindeki bir noktadan bu

diizlem i¢inde bir ve yalmiz bir dik dogru cizilebilir. -

(6-82. Sekil)

Ispat : E diizleminde bir ! dogrusu ve bunun iizerinde A ve X

noktalar1 alalim. H yan diizleminde m X_?B=90 olacak higimde bir ve
yalmz bir [AB 15mm vardr. Buna zt '[AD 19mum gizerek ters -agilarn
eslisinden elde edilen dort agmin da dikligini soyleyeblhrsmlz Boyle
ABL ] olur. (6-82. Sekil).

L dogrusuna E diizlemi iginde, iizerindeki A noktasmmdan AB den

bagka ikinci bir AC dik dogrusu ¢izildigini dﬁéiinelim Bu durumda

mXAB —mXAC =90 olacaktlr Aq gizme aksiyonuma gore AB 11e AC
cakigiktir,

6-29. Tamm

Bir dogru par¢asimin bir diizlem igindeki orta dikmesi, bu diizlem

iginde dogru pargasinm orta noktasindan gecen ve ona dik olan dogru-
dur. '

6-13. Teorem

Bir dogru par¢asinin bir diizlemdeki orta dikmesi, bu dogru par-
¢asmin iki ucundan egit uzaklikta bulunan biitiin noktalarin kiimesidir.
(6-83. Sekil).
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) N
A c B
v
(6-83. Sekil)

Ispat : (1) / nin bir P noktasml alahm. P =C ise |PA|=|PB] olur.
P+#C ise |CA|=|CB|, [PC|{={PC|, m PCA—-m PCB .90 oldugundan

2)r nokt351 E duzleminde ve \PAI |PB| ise K. K. K.
teoreminden PCA o~ PCB ve buradan m PCA_.m PCB olur. Bu iki

ag1 dogrusal ¢ift olusturdugundan her biri dik aqdir. Yani { 1

[AB] dir.

6-14. Teorem

Verilen bir dogruya digmndaki bir noktadan bir ve yabmz bir dik
dogru izilebilir. (6-84. Sekil). :

(@4. Sekil)

@
K. A. K. aksiyomu geregince PCA =~ PCB ve buradan IPA[ IPBI‘
colur. ,
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Ispat K

iddialar Kanitlar

1. X ve P, ! nin zit tarafindan | 1. Aq1 gizme. aksiyomu
~
olmak iizere PAB ;xﬁ ola-
cak bigcimde bir [Ax vardir.

2. |AP|=|AT| olacak bigimde [Ax| 2. Nokta yerlestirme
iizerinde nir T noktast vardir. | .

3. [TP], / yi H de keser. 3. [AP ve [Ax farkh yan diiz-
- A | lemdedir.
4., PAH ~ TAH - | 4. K. A K. aksiyomu
P P
5. AHP ~ AHT : 5. Es itiggenlerde karsahkl ele-
v manlar.
6. AﬁP dik aqdir. 6. Biitiinleme ve iddia 5

7. PTL! » | 7. Diklik tanmimi

Bu kamitlama bize ! dogrusuna digindaki P noktasindan bir dik

dogrunun cizilebilecegini gosterir. $imdi bu dik dogrunun tekligini

ispatlayahm. Farkli PA ve PB dik dogrularmin gizildigini' diisiinelim.

_ o PN

K. A. K. »akSIyomundan PAB ~ QAB dir. Buradan m ABQ=90
olur. O zaman B noktasindan ! dogrusuna BQ ve Bx dikleri ¢izilmis
olur ki bu 6-12. teoremine aykiridir. (6-85. Sekil).

\

(6-85. Sekil)

1 6-15. Teorem ,

Bir diizlem iginde aym dogruya dik olan iki dogru birbirine para-
leldir. (6-86. Sekil). _ - :
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1
A AA. —P
8/  m
(6-86. Sekil)

Ispat : |
Olmayana ergi metodunu kullanalm. D ile M paralel degilse
bir C noktasmda kesisirler. O zaman C den 7 ye iki dik ¢izilmig olur!
Bu da 6-14. Teoremine aykiridir.
" Bir dogruya digmdaki bir noktadan en az bir paralel dogru gizile- .
bilecegini gosterelim. A ile / nin helirttigi diizlem E olsun. AH 11

cizelim.

(6-87. Sekil) -

A noktasmdsn da d LAH gizelim. o//7 olur O halde, I ye
digimdaki A noktasindan hir d paraleli gizilmig oldu. (6-87. Sekil),
Simdiye kadar verdigimiz aksiyomlarda bir dogruya digmdaki bill‘*

noktadan en g¢ok bir paralel gizilebilecegini ispatlamamiz olanaksizdir.
Bunu bir aksiyom olarak alacafiz. -

6-14. Aksiyom (Paralellik Aksiyomu) |

Bir dogruya digindaki bir noktadan en gok bir paralel dogru ¢izi-
Iebilir. ' : :
Simdi de ‘iki dogruyu kesen iigiincii bir dogru diiglinelim. Kesigen
bu ii¢ dogrudan ikisinin paralel olmasi bize baz énemli bilgiler kazan:
diracaktir. '

6-30. Tamim
Bir ABC iiggeninde [BC 151m iizerinde : C, B ile D arasinda elacak
bigimde bir D noktas1 alahm. ACD agsina bu iiggenin bir dis agsi,

A ve B agilarma da bu dig agrya komgu olmayan ig acilar denir. (6-88.-
Sekil). l '
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A

(6-88. Sekil)
6-16. Teorem

Bir iiggende bir dig aginmn 6lgiisii kendine k0m§u olmayan i¢ acila-
rmm herbirinin élgiisiinden biiyiiktiir.

(6-89. Sekil)

ispat :

ABC iiggeninde [AC] kenarmm orta noktas. E olsun. [BE 1smmim
¢izelim. Bu 151 iizerinde (6-89. Sekil) de oldugu gibi |BE|=|EF| olacak
bi¢cimde bir F noktasi alahm.

Iddialar ‘ - Kamtlar
1. |JAE[=|EC] 1. Orta nokta tamm
2. |BE|=|EF| 2. Cizim.
N N\
3. AEB~FEC 3. Ters acilar estir.
< P~
4. AEB ~ CEF . 4. K. A. K. Aksiyomu
N 2N S
5. mA=mECF 5. madde
A\ A\ A
. 6. mECF+mFCD=mACD 6. Aq olgiilerini toplama
2\ Pl
7. mBCF<mACD 7. 6. madde
A A
8. mA<<mACD 8. 5. ve 7, madde

A N\
Benzer bigimde mB <mACD oldugu da kantlanabilir.

Sonug : Bir acist dik ag1 olan iiggenin diger agilan dar aqidir.

957

6-31. Tamm _
Diizlemde iki dogruyla farkh iki: noktada kesisen dogruyakesendenir.

(6-90. ‘Sekil)

(6-90. Sekil) de { dogrusu d ve dy dogrularml farkli iki noktada,
A ve B de kesmektedir. O halde, 1 bir kesendu‘ :

Olgiileri, a, b ile gosterilen iki agiya yondes, a’, b ile gosterilen
iki agrya igters, a, b’ ile gosterilen iki agiya da digters agilar denir. (6-90.
Sekil) :
d, || d4 durumunda yukanda taninm yaptlglmlz aqllardan bamlarl
blrblrme es olurlar :

- 6-17. Teorem

- Iki dogru, bir kesenle kesildiginde yondes acgilardan bir glftl es
ise dogrular birbirlerine paraleldir. (6-91. Sekil).

A[J

(6-91. Sekil)

A
v
o~

\V

1\

- Hipotez : a=b
.. lIspat " 11 ve l o diizlemsel olduklarmdan paralel degllseler‘
kesi§eceklerdlr (6-92. Sekil).
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(6-92. Sekil)

ABC de a dig aq oldugundan b den biiyiiktiir. Bu ise a=b hipo-
tezimize aykindir.

Sonug : Iki dogru bir kesenle kesﬂchgmde, eger bir ¢ift igters a¢
es ise dogrular birbirine paraleldir. (Igters agilardan birinin ters agis1
ile digeri yéndestir).

Y

6-11. Algtirmalar

1. (6-93. Sekil) de [BQ|=|QC|=PR|, |AR| —IRCI-—IPQI,
|AP|=|PB|=|QR] dir. m?A +m B +m'C=180 oldugunu ispatlaymiz.

(6-93. Sekil)

: Q noktasmdan olugan agilarm A B C agilarina ef olduklarim
gosterlmz

2, (6-94. Sekil) de |AX|= |XB|, [AY|=|YC| ve ]AB|_|AC| dir.
XY /| BC oldugunu gésteriniz.
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»

B c
(6-94. Sekil)

3. Aym dogruya dik olduklari halde paralél olmayan dogrular
var midir ? Bu dogrulara nasil dogrular denir? ‘

4. Bir ikizkenar iiggende bir kenara paralel olan ve diger iki ke-
nar1 kesen bir dogru yeni bir ikizkenar iiggen olusturur. Ispatlaylmz

- 5. Iki paralel dogru bir kesenle kesildiginde meydana gelen yon-

des agilar estir. Ispatlayimaz.

6. 1ki paralel dogru bir kesenle kesildiginde meydana gelen igters
agilar estir. Ispatlayimsz.

7. Bir kesen paralel iki dogrudan birine dikse dlgerme de dlktlr
Ispatlaymlz ;

8. Diizlemde kenarlarl aym ybnde paralel olan aqﬂar birbirine |
estir. Ispatlayimz.

6-10. Ucgenlerin Kenarlar ile Acilan Arasmdaki Esitsizlikler

6-18. Teorem v
Bir quende iki kenar es degllse bunlardan biiyiigiiniin kar§1sm-
daki aqumn olgiisii digerinin kargisindaki agmn dlgiisiinden biiyiik-
tiir. (6-95. Sekil).

A

(6-95. Sekil)
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Hipotezs : |[AC|>|AB|
Hiikiim- ‘mB,>mC

Ispat v
1ddialar ‘  Kanrtlar
1. [AB 151m iizerindeylAD[:]ACI 1. Nokta yerlestirme ve
almur. o | |AC<|AB| |
N . .
2. mADC =mACD o 2. Ikizkenar iiggenin taban
agilan
3. mACB+mBCD=mACD 3. Aa toplam
4. mACD>mACB 4. Iddia 3 ve at-u=b ise b>a
2N .
5 mA/B\C>mADC 5. Iddia 2 ve disag1 teoremi
Pa) Pal .
6. mB>mC 6. lddia 5
6-19. Ornek

' (6-96. Sekil) deki ﬁcgEnin kenar uzunluklan verilmistir. Agilarim
biiyiiklik sirasmna gére yazimz.

(6-96. Sekil)

Coziim : mB>m$>mf]\ dir. -

6-19. Teorem

" Bir iiqge_ﬁde iki ac1 es degilse, bunlardan biiyiik agmin karsisindaki
kenar digerinin kargisindaki kenardan bilyiiktiir. (6-97. Sekil).

larma biiyiiklik sirasina gore yaziniz.

A

' lugundan biyiktir. (6-99. Sekil).

(6-97. Sekil)

Py AN
Hipotez : mB>mC
Hiikiim : [AC|>|AB|
ispat )
Olma.yana‘ergi metodu ile yapahm. |[AC|>|AB| degilse ]AC|=[\AB]
‘ NN N N
veya |AC|<|AB| ve buradan da mB=m(C veya mB< mC olur ‘ki bu

sonuglar hipotezimize aykirdir.

6-20. Ornek
(6-98. Sakil)b deki iiggenin agilarmin’ dlgiileri verilmistir: Kenarla-

(6-98. Sekil)
Coziim : b>a>c dir.
6-20. Teorem (Uggen Esitsizlizi)

Bir iiggenin iki kenarmin uzunluklari toplam digiincii kenar uzun-

»
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(6-99. Sekil)
~ .
Hipotez : ABC herhangibir iiggen
Hiikiim  : |[AB|+|BC|>|AC]|
ispat
Iddialar Kanitlar
1. [BC ye =t igln iizerinde . Nokta yerlestirme
. |BD|=]AB| alinr. o
2. |DC|=|DB|+|BC| " 2. Arada olma
3. B noktast DAC nm igindedir. | 3. Iddia 2
o~ N
4. mDAB<mDAC . 1ddia 3 ve aq toplama ak-
. siyomu v .
A~ A~
5. mADB=mDAB . Ikizkenar iiggende taban
acilan
~ AN , ,
- 6. mADB<mDAC . Iddia 4, 5
7. |DC|>|AC] . Biiyiik ag1 karsisinda biiyiik
o ' kenar bulunur.
8. |AB|+|BC|>]AC| 8. lddia 1, 2 ve 7

. Benzer blqlmde [A.B|+[AC|>|BC| ve |ACH—|BC|>|AB] oldugn da

ispatlanabilir.

6-20. Teoremde |AB|+|BC|>|AC| dir. Buradan ]AB|>|AC|—|BC| '

elde edilir. Yani bir iiggende iki kenarm uzunluklam farky iigiincii
kenardan kiigiiktiir.

6-21. Ornek

- (6-100. $ekil) de iki kenar: verilen ii¢genin iigiincii kenarmm uzun-
lugu hangi degerler arasinda degisebilir ?
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(6-100. Sekil)

Cozum x<<44+6 ve x>6—4 eqxtsﬂhklermden x in alaca@n deger
2 ile 10 arasmdadur. /

- 621, Teorem
Bir quenln aqﬂannm olqulen toplaml 180 dir. (6-101. Sekil).

A

B

(6-101. _Seﬁil)

. Ispat : mA_y ([AB] /| [CE ve igters aqﬂar)
mB._-x ,@ondeg aqllaa
mC=2z {Ozeslik)
Ug esitlik toplanirsa m@—}—m/B\—}—m/C\-—-x—}—y—}-zr_—-.lBO elde edilir.

6-22. Ornek
(6-102. Sekil) de verilen tiggenin agilarmi hesaplaymiz.

~ (6-102. Sekil)
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Coziim : mA/C\D=130 = m/C\=50

A
mA=55 ve  mC=50 => mB=75

6-12. Ahstirmalar

1. Bir iiggende bir yiikseklik ait olmadig her iki kenardan daha
kiigiiktiir. Ispatlaymz. :

kenarlarinm  uzunluklan toplammdan kiigiik oldugunu gosteriniz.

3. Bir E diizlemi i¢inde D dogrusu ve onun aym tarafinda A ve B
noktalar1 veriliyor. D iizerinde &yle bir P noktast bulunuz ki,
|AP| + |BP| en kiigiik olsun. (P den D ye indirilen dikmeyi kendisi
kadar uzatimz.)

4. Bir iiggende bir dis aginin 6lgiisii kendisine komsu olmayan iki
i¢ agium olgiileri toplamina egittir. Ispatlaymz.

6-11. Cokgenler

(6-103. Sekil) lerin herbiri bir gokgendir.

(6-103. Sekil)

. (6-104. Sekl) ler ise gokgen degildir.

L

(6-104. Sekil)

2. Bir iiggende ii¢ yiiksekligin uzunluklarmm toplammm iiggenin
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6-32. Tamim

n>3 olmak iizere P, , Py, ..., Py bir diizlgmin birbirinden farkh

n noktasi olsun. P,P,, PoP;, ... , PPy, PnP; dogru pargalan asag-

daki ozelikleri saglasinlar :
1) Uq noktalar: harlq, dogru pargalar1 kes1§mezler '
(2) Ortak ug noktalar1 olan dogru par(;alan dogrusal olamazlar.

M kogullar:. saglayan n dogru pargasinin blrle§1m1 olan kiimeye
¢okgen demr

Yukanda sozii edilen n noktéya ¢okgenin kogeleri, n dogru parca-
sina da gokgenin kenarlar1 denir. Ug noktalar: ortak olan iki dogru par-
¢asimn olusturdugu agilara da qokgemn aqﬂarl denir.

‘ Cokgenler kenarlarimin sayisina gore isim alirlar. 3 kenarh ise
iiggen, 4 kenarl ise dortgen, 5 kenarh ise besgen, +«., n'kenarl ise n—gen
“denir. : . :

Cokgenin her kenari, diizlemi iki yar1 diizleme aylrah ‘bir dogru

belirtir. Her kenarin belirttigi doruya gore gokgenin diger biitiin ele-
manlan aym yan diizlemde kalu‘sa, boyle qokgenlere konveks ¢okgen

denir.
7 R\
«— E/ \\ D _)
1N ‘\’i‘
N ‘C
F) N
/ . :
v
e -
A\\u \é B L’
i a. ‘

‘('6—105. Sekil)

(6-105a. Sekil) konveks bir altigendir. (6~105b Sekll) ise konveks
olmayan bir besgendir.

Bir '¢okgenin biitiin kenarlan aym uzunlukta olabilir.
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6-33. Tanim

Biitiin kenarlar ve agilar es olan bir konveks gokgene diizgiin -

-¢okgen denir.

F —\E

(6-106. Sekil)

(6-106a Sekil) bir diizgiin éltlgen, (6-106b. Sekil) ise bir diizgiin
sekizgendir. Yani (6-106a. $ekil) de, |AB]=|'BC|=[CD[=|DE|=|EF|.=

NN AN AN

[FAI , Ve MA=mB=mC=mD=mE=nF dir.

6-34. Tanim

Bir ¢okgende, ardisik olmayan iki késeyi hlrlegtlren dogru parca-
sma gokgenin bir kosegeni denir.

S

(6-107. Sekil)

(6-107a. Sekil) deki ABCDE beggeninde A késesinden éizilen kosge-
genler sayis1 2 tane, (6-107b. Sekil) deki MNPQRST yedigeninde de

T den gizilen 5 tane kégegen vardir. Bu ¢okgenlerin agilarmun &lgiileri

toplammi diigiiniirsek (6-107a. Sekil) deki besgende 3 tane iiggen olug-
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mustur. Her iiggende agilarm G&lgiileri toplami 180 oldugundan bes-

_ genin ag¢ilarnin dlgiileri toplarm 3x180=540 dir. Aym bigimde (6-107b.

Sekil) deki yedigenin agilarmn &lgiileri toplarm da 5x180=900 olur.
Sezgimizle anliyoruz ki bir kogeden ¢izilen kogegenlerin ayirdifn iiggen
sayisi kenar sayismndan 2 eksiktir. O halde n kenarli bir gokgenin
agilarinin élgiileri toplam (n-2).180 dir.

6-24. Ornek

12 kenarl bir gokgenin aqﬂanmﬁ 6lgiileri' toplamim1 bulahm.
Coziim : n=12 oldugundan aglarmn dl¢ileri toplam (n-2).180=
(12-2).180=10x180=1800 dir.

Cokgenlerde n=3 olmas durumunu iiggenler olarak inceledik. Simdi
n=4 olmas1 durumunu ele alahm. O zaman dértgenlerden sbz edecegiz,
demektir. (6-108. Sekil) lerin herbiri bir dértgendir.

AL\ NRWA

(6—108 Sekil)-

6-35. Tanim

(6-109. Sekil) de goriildiigii gibi dort kemarli gokgene dértgen,
A, B,C,D noktalarma dortgenin kégeleri, [AB], [BC], [CD], [DA]
dogru parcalarina da dortgenin kenarlar: denir.

(6-109. Sekil) |

Bir dortgende kesigmeyen kenarlara karst kenarlar,-ortak kenarlan
olma'yan agilara karsn acilar, bir kigede kesigen iki kenara ardigik ke-
narlar, birer kenarlar: ortak olan iki agiya ardisik acilar, ard1§1k olmayan
Kogeleri brrlegtlren dogru pargalarina da kigegen denir.
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(6-109. Sekil) de A ile C kars: aglar, [DB] bir kogegen, [AB] ile
[BC] ardigik kenarlardlr

6-22. Teorem

Bir dortgenin agilarmin olgiileri toplami 360 dir. (6-110. Sekil).r

(6-110. Sekil)

Ispat :

ABCD dortgeninde [BD] késegenini cizersek ABD ile CBD
u(;genlerl elde edilir: Bu iki tiggenin agilarmin olgiileri toplamai, ABCD
'dortgenlnm agillarmm élgiileri toplamma esittir. O halde herhangi bir
dortgenln 4 agisum Slgiileri toplami 360 dar.

Slmd., de baz1 dértgenlerin tammlarimi verelim ve bunlarin énemli
ozeliklerini ispatlayalim. o
T
N,

\

6-36. Tanim

- Yalmz kars: iki kenan paralel olan dértgene yamuk denu' (6-111.
Sekil) : :

D c

A ANE -
(6-111. Sekil)

6-23. Teorem

!

Bir yamukta paralel olmayan kenarlardan birini ortak kenar alan
1k1 agi birbirini biitinler (6-112. Sekil).

(6-112. Sekil)

Hipotez : ABCD yamuk

Hiikiim : mA+mD=180

Ispat :

[AD i ¢izelim. mXDC=mA (yondes agilar)

L

m XDC +m D=180 oldugundan m Atm D=180 olur.

6-24. Ornek v

Bir yamukta [AB]. /! [CD] , mB=50 , mA=170 olduguna gore mD
ve mf]\yi bulalim.

Cézﬁm : m/ﬁ_=110 , mC=130 olur.
© 6-37. Tanm o S .

Karsihkh kenarlar: ikiser ikiger paralel olan déortgene paralelkenar
denir. (6-113. Sekil).

D, c

A , B
(6-113. $ekil)
6-24. Teorem

Bir paralelkenarda. bir kogegen paralelkenarl iki eg iicgene ayarir.
(6—114 Sekil).




(6-114. Sekil)

Hipotez : ABCD paralelkenar
, a0 oA :
Hiikiim : ABC=CDA

Ispat
iddialar ‘ Kamtlar

1. |AC|=|CA| 1. Ozeslik |
AN AN

2. BAC~DCA 2. [AB] // [CD] ve igters agilar
A AN ‘

3. ABC=CDA | 3. [AD]// [BC] ve igters agilar
N '

4. ABCxCDA 4. AK.A. teoremi

Sonuglar : 1) |AB|=[CD|, |BC|= |DA|

2) mB —m/ﬁ WA =mC
- 6-38. Tamm

* Biitiin aqlan dik olan paralelkenara dikdértgen denir. (6-115.
Sekil). s

D o— q C

AL

(6-115. Sekil)
Dikdértgen aym: zamanda bir paralelkenar oldugundan paralel-
kenardaki ozelikler dikdértgende de vardir. '

Iki nokta arasmdaki uzakhg tammlam1§t1k Simdi de paralel iki
dogru arasindaki uzakhg tapimlayalm. «

6-39. Tanim
1ki paralel dogru arasmdaki uzakhk, bunlara dik’ olan dogru par-

¢asmm uzunlugudur.

-\L .
4

d

< _
B m

(6-116. Sekil)
(6-116. Sekil) de o [/ m dir. Aralarmdaki uzaklk ise |AB| dir:

6-24. Teorem |

Ug paralel dogru bir kesen iizerinde es parcalar aymrsa, her kesen

iizerinde de es pargalar aymnr. (6-117. Sekil).

k, _ Ky
,Af \D > o
L BAF S E

% 6 \
,C—1 - \F-A'

(6-117. Sekil)

Hipotez : & /| &y || o5 ve |AB|=|BC|
Hiikiim : |DE|=|EF|
Ispat
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iddialar Kamtlar

1. AveBden k, Ye AG ve BZ pa- | 1. Paralellik aksiyomu
raleli gizelim. |

2. x=z ve v=y 2. Paralel iki dogru bir kesenie ke-
sildiginden yondes agilar estir. -

3. |AB|=|BC] 3. Varsaymm o

PaN - . .

4. ABG=BCZ 4. AK.A. teoremi

5. |AG|=|BZ| 5. Iddia 4

6. AGED ve BZFE paralelkenar 6. Paralelkenar tanim.

7. |AG|= |DE| ve |BZ|=|EF| 7. Paralelkenarda kar§111.k11 kenar-
lar estir.

8. |DE|=|EF| 8. Iyddla S ve 7

Sonug :- Ug veya ¢ok sayida paralel dogru bir kesen iizerinde eg
pargalar ayinirsa her kesen iizerinde eg pargalar ayinr.

6-26. Teorem

Bir iiggenin kenarortaylar .bir noktada kesisir. Kesim noktasmmn

bir késeye uzakh, o koseden gegen kenarortayln iigte 1k151ne e§1tt1r
(6-118. Sekil),

(6-118. Sekil)

Hipotez : D, E, F sirasiyla [BC], [CA], [AB] nin orta noktalar
Hitkiim : [AD], [BE], [CF] bir noktada kesisirler ve
|AP]_-_—.—§-|AD| ) |BP|=—§—|BE| ve|P C[:%.IFC[ dir.

Ispat

| ]PA]—.—-— |AD| bulundu. Bunun gibi lPB[
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1. (6-119. Sekil) de [AD] ve [BE] kenarortaylarmmn kesim
noktass P olsun. A, F, D, C noktalarindan sira ile [BE] kenar-
ortayma d;, dy, ds, d, paralel doérularlm ¢izelim. Buradan
|AN| = |NE| = |[ES| = |SC| ve [AK|=|KP|=|PD| olur. O halde

IAP| = % .JAD| dir.

(6-119. Sekil)

2. (6-120. Sekil) de [AD] ve [CF] kenarortaylarmin kesim noktast

. P’ olsun. Benzer- bicimde A, E, D, B_ noktalarmdan [CF]kenarortayma
paraleller ¢izerek IAP’[=i .|AD] bulun}l:.

(6-120. Sekil)

Ispatmm 1. ve 2. adimlarinda buldugumuz |AP|=|AP’| e§1t11g1nden
P=DP’ olur. O halde iig kenarortay bir P noktasinda ke51§1rler.

.|BE| ve |CP|=.%.|CF|

“oldugu gorulur
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1 ‘ o 6-25. Ornek

N
ABC iiggeninde kenarortaylar P de kesigsinler. |[AP|=4 ise |AD|
kenarortaymin uzunlugu ne kadardir? (6-121. $ekil).

(6-121. Sekil)

o,
Céziim : [AP|=4 ve |[AP|= % .|AD| oldugundan 4=T .[AD[ ve
buradan [AD|=6 olur. ' ’

»

6-13. Ahstirmalar

a
1. Bir ABC iiggeninin kenarortaylar1 P noktasmda kesigsinler.

B Y c
©(6-122. Sekil)

|FC|=18, |BE|=12 ve |AP|=6 ise |FP|, |PD|, |PE| yi hesapla-
ymz. (6-122. Sekil). ' ‘

2. Bir paralelkenarda kars: iki késeyi kars1 iki kenarmn ortalarmm
birlestiren dogrularin bir késegeni ii¢ es par¢aya bélindiigini ispat-
laymz. (6-123. $ekil).

(6-123. Sekil)
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' 3. Bir iiggende iki kenarin orta noktalarmm birlestiren dogru par-

¢asmm iigiincii kenara paralel ve uzunlugunun. iigiincii kenarin uzun-
lugunun yarisina esit oldugunu ispatlayimaz.

4. Bir yamukta paralel olmayan iki kenarin orta noktalarm bir-
lestiren dogru parc¢asina orta taban denir.

Orta tabamin tabanlara paralel oldugunu ve uzunlugunun da alt
ve iist tabanlar uzunluklar: toplammmin yansma esitligini ispatlaymiz.

5. Paralel olmayan kenarlar: es olan yamuga ikizkenar yamuk
denir.

Bir ikizkenar yumukta taban aglarimin birbirine es olduklarim
ispatlaymmz. ’ '

6. Bir dikdortgende kogegenlerin esligini gosteriniz.

7. Dért kenar1 birbirine es olan paralelkenara eskenar dértgen

. denir. i

Bir eskenar dértgende késegenler bulunduklar késedeki agilar
ortalar ve birbirine diktirler. 1spatlay1n1z.

.8. Dért kenarn birbirine es olan dikdortgene kare denir. Karenin
kdgegenleri esit ve hem de diktirler. Neden?

9. Agagida kenar sayis1 verilen gokgenlerin aglarinin olgiileri top-
lamim bulunuz.

a)10  b)16 ¢ 22  d) 52

6-12. Uggen Cizimleri

~ Bir iiggeni pergel ve cetvel yardimiyla ¢izmek demek verilen bil-
giler yardimyla ii¢genin ii¢ kosesini bulmak demektir. Uggen ¢izim-
lerini yapabilmek igin énce aym ozelikteki noktalarin kiimelerinden

86z edecegiz.

1- Verilen bir noktadan verilen bir uzakllktak_i‘noktalann“kiimesi
diizlemde bir ¢embordir. Verilen noktaya gemberin merkezi verilen
uzakhiga da ¢émberin yaricapi denir. (6-124. Sekil).

(6-124. Sekil)
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" Cember gizmek igin pergel kullamhr. Merkezi O noktas: olan ¢em-
bere ait her A noktas: igin |OA|=r dir.

2- Diizlemde verilen bir dogrudan verilen bir uzakliktaki nokta-
larm kiimesi verilen bir dogruya paralel olan bir ¢ift dogrudur. (6-125.
Sekil). '

2z o >
& a
, L
1
a!t )
1
< o >
]
| | 7
al
< b
<«

,>{

2
(6-125. Sekil) '
Verilen I dogrusunda a uzakhktaki dogrular I, ve I, dir.

3- Bir aginin agiortay1 ug noktasi hari¢ agin i¢inde kenarlardan
esit uzakhkta bulunan biitiin noktalarm kiimesidir. (6-126. Sekil).

(6-126. Sekil)

[AD 15m1 BAC agisimin agiortayidir, A dan farkhh P noktasi, [AD
tizerinde ise |PH|=|PK| dir. |PH|=|PK| ise P agiortay1 iizerindedir.
Ispat i¢cin AHP~AKP oldugu gosterilir.

4 Bir dogru pargasmin ug noktalarmdan egitr uzakhktaki biitiin
noktalar bu dogru par¢asimnin orta dikmesi iizerindedir ve orta dikme

iizerindeki noktalar da dogru par¢asinin ug noktalarindan esgituzakhk-
tadar. ' o
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A
oP
o al -9
A c B
Wi

(6-127. Sekil)

(6-127. Sekil) de |AC{=|CB| ve [ L[AB] dir. / dogrusunun her

P noktasi i¢in [PA|=[PB| dir. Eger |‘PA[=|PB| ise P noktas1 / dogrusu

tizerindedir.
Ispat i¢in PAC~PBC oldugunu gésteriniz.

P
Bir ABC ii¢geni ¢izelim. (6-128. Sekil) iizerinde iiggene ait eleman-

lar1 gosterelim. Hem orneklerde hem de algtirmalarda bu taslak iize-
~ rindeki harfler kullamlacaktir,

@]

E
H N D
(6-128. Sekil)

|BC|=a kenar

|AH|=h, yiikseklik
|AN|=mn,4 agiortay
JAD|=v, kenarortay

a,hy,n,, vy yabenzer bigimde b , hy , ng , vy, ve ¢ , he , N, Ve de
tanimlanabilir. Bir iiggende A ,h,,a verilmigtir, denildiginde A nin
6lgiisii derece olarak, hy ve a nin uzunluklan da verilen birim cinsinden
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almacakur. Simdi 6rneklerle iiggen gizimlerini yapmaga ¢alisahm. Ug-
genin k6§elerini harflendirirken, A, B, C .siras1 saatin ters yoni T(Poziti‘-f
yon) diir. .

6-26. Orack

a=j5, mB_70 c==4 verildigine gore ii¢geni qmehm

Cizim : Once mB—70 olacak bi¢imde iletki yardlmlyla B q,lzﬂlr

ve B agisinmn kenarlan iizerinde a=5 , c=4 birim almarak C ve A nok-

talar1 bulunur. A, B, C bulunduguna gore iiggen ¢izilmigtir. (6-129.

Sekil).

A 4

(6-129. Sekil)

6-27. Ornek
mB=60 ,a=d, mC=50 verildiine gore tiggeni ¢izelim.

Cizim : Once 5 cm. uzunlugunda [BC] almur. [BC] kenarlarindan
biri olmak iizere B noktasindan 60°, C noktasmdan 50° lik agilar al-
narak A noktasi bu agilarin ortak olmayan kenarlarmimn kesim noktas

. Pay
olarak bulunur. Béylece ABC ¢izilmis olur. (6-130. Sekil).

B _ I\ ¢
(6-130. Sekil)

279
6-28. Ornek

a=6,b=5, c=4 verildigine gire figgeni ¢izelim.
Cizim : Once [BC] kenan 6 cm. olarak alimr. B kigesinden 4 cm.

C kogesinden 5 cm. uzakhiktaki noktalarm kiimesi qegber olarak ¢izilir,

Iki gemberin kesim noktas A kigesidir. Boylece ABC iiggeni ¢izilmig

- olur, (6-131. Sekil).

- écm
(6-131. Sekil)

6-29. Ornek
a=6 cm., mB=70 ,ha=3 cm. verildigine gore iiggeni ¢izelim.

Cizim : Sekilde goriildiigii gibi 6nce 6 cm. [BC] dogru parcas: ¢izilir.
B kﬁ@esinden 70 lik aga alimp ai;mm [Bx kenarmin bulundugu yan
diizlemde [BC] den 3 em uzaklikta olan ve [BC] ye paralel olan ! dogrusu

¢izilir. 1 ile [Bx in kesim noktas1 A kO§eSldll’ Béylece ABC tliggeni ¢i-
zilmig olur. (6-132. Sekil).

k

(6-132. Sekil)
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6-30. Ornek

1
a=5.cm.,b=5 - om. , va=4 cm. verildigine gore tiggeni ¢izelim.

Gizim : Sekilde goriildiigii gibi [BC|=5 cm. olacak bigimde [BC]
alpur. [BC] nin D orta noktasi pergel ve cetvel yardimiyla bulunur.

1 PN
D den 4 cm. C den 5 — em. uzaklikta nokta A noktasidir. ABC ¢izilmis

olur. (6-133. Sekil).

A

(6-133. Sekil)
6-31. Ornek
N ' .
mA=80,c=4 cm.,n,=3 cm. verildigine gore iiggeni ¢iziniz.

Gizim : Iletki yardumyla <A\ gizilir. Pergel ve cetvel yard1m1yla<A\
agisin aglortayl cizilir. Agumin [AX kenarn iizerinde |AB|=4 cm.
aglortay iizerinde de |AN|=5 cm. almir. B ile N birlestirilirse bu dog-

-~ .\ . o
runun A agisinin diger kenarmi kestigi nokta C kogesidir. ABC ¢izilmis

- olur. i A

(6-134. Sekil)
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6-14. Aligtirmalar
1- Agagida verilen elemanlara gére ABC iiggenlerini ¢iziniz.
1 : 1.
a) a=4, =37, C=4—2- .
A
b) a=5, . mB=60, mC=50
) MA=55,  b=4, c=3
ﬁ ‘ o

2— Asagida verilen elemanlara gore ABC iiggenini ¢iziniz.

a) a=4, . b=5, . hb=3%

b) mB=60, a=4 cm.,  np=3 cm.

¢) vp=4 cm., b=5 em.,  mC=65

ALTINCI BOLUMLE ILGILi TESTLER

1. Asagdaki nokta kiimelerinden hangisi bir 1smdir ?

(a) {x|[x|=3} (b) {xjx=>2}

(c) {xl[x|=1} (d) {xlx<2}

() {xl—3<x<3)
2- Aéagldaki kiimelerden hangisi konvekstir ?

(a) Uggen . (b) A (c) Gember

(d) Isim (e) Higbiri

3— Bir a¢nm o6lgiisii biitiinleyenin 6l¢iisiiniin 3 kati ise bu agmm
olgiisii kag derecedir? ‘

(a)45 () 60 () 75 (d) 105 (e) 135

- 4— Bir agmnin §lgiisii tiimleyeninin 8l¢iisiiniin 5 kat1 ise bu a¢mnm
olgiisii kag 'dereéedir?

(a) 15  (b) 30  (c) 45  (d) 60 (e) 75

5- Asagidaki (6-135. Sekil) de aqlarm dlgiileri verilmistir. Buna
gore, uzunlugu en biiyiik olan dogru pargas: asagidakilerden hangisidir ?
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P62 60> R

58 61

Q
(6-135. Sekil)

@ 10| . (b) PQ| () IRQ|  (d) [SR|  (e) [PS|
6— Bir ABC iggeninde |AB|=4, |[AC|=6 ise |BC| igin agsagidaki
esitsizliklerden hangisi dogrudur? ’ ‘ A
(a) |BC|<10 : (b) 1BC|>10 (c) IBC|>2
(d) |BC|>2 (e) 2<|BC{<10

A
7 (6-136. Sekil) deki ABC iiggeninde [AD] , [CE] ve [BF] kenaror-
taylar, [AD|=12 ise |RP| kagtir?

(6-136. Sekil)

(a) 1 (b) 2 (c) 3 4. ()5

8- Bir yamukta paralel olan kenar uzunluklari 6 ve 8 ise orta ta-

. bamn uzunlugu kagtir?

(a) 5 (b) 6 ()7 . @8 (e) 9
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9. Asagdaki dértgenlerden hangisinde kdsegenler birbirine dik ve
uzunluklar: egittir. . 7

a) Dikdértgen b) Paralelkenar =~ ¢) Yamuk

d) Egkenar dortgen ¢) Kare

10. Cesitkenar bir A%C iggeninde A kogesinden gegen yiikseklik
h,, kenarortay Va, agiortay n, a§ag1dakilerden hangisi dogrudur?

a) hy<va<<na | b) ha<ng<vy .

¢) na<ha<va d) ny<va<h,

e) Va<na<ha




- tiim kuvvetleri A min bir elemam olmalidir.

YEDINCI BOLUM

POLINOMLAR

Bu bélimde R’ye yeni bir x elemam katarak elde edecegimiz yeni
kiimeyi, biitiin reel sayilar1 ve x elemanim igine alan bir halka olustu-

racak bicimde genisletecegiz. Bu halkanin elemanlarmma “Polinom” .

diyecegiz. Burada daha onceki biliimlerde gordiigiiniiz kavramlarm

gesitli kullamiglarin1 goreceksiniz. Boylece bilgileriniz daha da pekise- .

cektir. Polinomlar tizerinde yapacaguz iglemler hesap becerikliliginizi

~ artiracaktir,

7—1. Polinomlar

a, b€Z ve a0 kogulu ile alman ax=b denkleminin V a, b€Z igin
¢oziilebildigi en dar sistem Q cismidir.

Burada ozel olarak 4x=3 denklemini ele alalim. Bu denklemin

Q da ¢oziimiiniin bulundugunu biliyorsunuz. Acaba 4x=3 denkleminin -

¢ozliim kiimesini igeren en dar sistem nedir? Béyle bir sistemi bulmaga
calisahm. Bu sisteme iliskin kiime A olsun.

I) x=—z—€A dir,

.
) x=- ¢Z oldugundan A sistemi Z den daha genis olmahdir.
ZcA d. | |

IIT) A kiimesi ¢arpmaya gore kapal olacaktir. O halde (%) iin

A ’

3y° 3\?* 3\ 3 3 3 3
(E) €A,(Z-) eA,...(T) 333 ta

Ayrica A kiimesi Z yide kapsadlgmdanz—iin kuvvetlerinin Z nin

elemanlar ile ¢arpimlarim da kapsamahdir.
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ag, a5,.:. ap €Z igin
| 3 3\° 3\™
a, 1€A, a,; (T)EA’ ay (T) €A ve ap (—I) €A olmahdir.

IV) A kiimesi toplamaya gorede kapah olmas gerekfiginden,
ay, ay, ...an€Z i¢in ‘

(e 2) ol 2) bran(2) Y r

" olmalidir. Bu elemam P(%— bigiminde gosterirsek ay, a;, ...an€Z;

n€EN* igin) |
) 2 n '
£(3) b () m(3) ()

Elemanlari P(—i—) olan A kiimesinin --,. islemlerine gore bir halka

_olusturdugunu gosterebilirsiniz.

4x—3=0 denkleminin ¢oziimiini kapsayan en dar sistemin Z

ki;.mesi ile %u iqefen bir halka oldugunu goriiyorsunuz. Bu halkay:

Z ye % katmakla elde ettigimizden bunu Z[a] halkas1 ‘olarak - goste-
- £y

Tiriz.

Q halka-

Sizde yukardakine benzer bicimde Z[ % ] ’ Z[ Vil ClvEl

larm olusturunuz.

Zix) halkasinda, elemanlarin a,, a,, ag,. - . an €Z, nEN olmak iizere,
P(x)=ay+a, x+a,x® +...tapx" bigiminde olacagmma dikkat edi-
niz. - | :

Simdi de reel sayilar kiimesine bu kiimeye ait olmayan ve x sem-
bolii ile gosterilen bir eleman katahm. Bu yeni x eleman1 hi¢bir kogula
bagh olmasm. (Yani x=x2, x=3x gibi bir kosul t?§lma51n.)'Elde edilen
kiime RU{x} kiimesidir. Bu kiimeyi igine alan birgok halka bulmamiz
miimkiindiir. Bu halkalara R’nin genigletilmisi denir. R’nin genisle-
tilmisi olan bu halkalardan en darm Ry ile gosterelim. Rpyg halka-
sindaki @ ve @ iglemleri ~R’nin elemanlan igin reel sayilardaki
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bildigimiz + ve . iglemlerinin aym olsun. O halde 3@5=8 ve 305=15

olacaktir. Rpy; halkasmdaki bu @ ve @ isglemlerini kisaca 4 ve.

bigiminde gosterelim. Reel sayilarda toplamaya gore birim eleman olan
0’m Rpx) halkasinda da toplamaya gére birim eleman olacagim bu-

labiliriz. Ry halkasmmn toplamaya gére birim elemani e olsun. Ry

in elemanlarmi P(x) bi¢iminde gésterelim.
Her P(x)€ERy igin,
P(x)-l—e-—e—l—P(x) olmak zorundad.lr Omegm, 4€R ) dir.

"0 halde,

4—|— e= e+4 =4
olmalidar. Halbuki, k

4+0=Q+4=4 v
diir. (Neden?) Grupta birim elemanm teklijinden e=0 dir. Benzer
bicimde R’de ¢arpmaya gére birim eleman olan 1’in Ry, halkasinda
da garpmaya gére birim eleman oldugunu gosterebilirsiniz.
R[x] in + ve . ya gore bir halka olmasindan dolayn,

X.X, XXXy
elemanlan R[x] e ait olacaktir. Bu elemanlan kisaca,
x2, x3,.
bigiminde gosterelim. x°=1 olarak alacagiz. O halde x%€Ry; dir. Yine
Riy; in “.” iglemine gére kapalh olmasi nedeniyle a,, a,,..., a,€ R
olmak iizere, a;x, a,x2, a;x3,... elemanlan da Ry e aittir. R[x] hal-
kas1 4> 1§1emme gore de kapahdir. O halde,

ay, a;, ag, ..., agp €ER ve n€EN igin,
ayt+a, x+azx®+...4-apx? de Rpx in elemam olur.
7-1. Tanmm

R;x; halkasmin her elemaﬁl, a9, a5 ..., an€R ve mEN olmak

iizere, P(x)=ag+a,;x+ax24...4a x0

bigimindedir. Bu elemanlara x’in reel katsayih polinomlar: denir. 0

reel sayisina sifir polinomu ve sifir harig her reel sayiya da sabit po-
linom denir. '

Bu tammla R[Xj in elemanlarma polinom dedigimizde R;yg hal-
kasma da polinomlar halkas: diyebiliriz. S6zgelimi,

3—-7x,—%, 0,/ 7T, m 5—2x43x2,

birer polinomdurlar. Bunlardan hangilerinin sabit polinom oldugunu
bulunuz. Ry in 4 ve . islemlerine gore bir halka ve 0ER de + ya
gore bu halkada birim "eleman oldugundan her P(x)€ERy; i¢in
0. P(x)=P(x) . 0=0 dir. O halde 6rnegin, 0 . x=x . 0=0 dir.

P(x)=a,+a;x+a,x>4...4apx" polinomu x’in ¢ogalan kuv-

‘vetlerine gore yazlmistir. Rix; in + ya gore kapall olmasi ve + ig-

leminin degisme, birlegsme ozelikleri sonucu bu elamam x’in azalan
kuvvetlerine gore,

P(x)=apnxn+4a,_;x2 14, .. 4a;x+a,

big¢iminde de yazabiliriz. Sézgelimi,

P(x)=—2+ i x+7x2+4x3 polinomunu

P(x) =x3+7x2+ — x—2

bisiminde de yazablhrlz

7-2. Tanmm

Bir P(x)=ay+a,x+azx2+4. .. 4 anx" polinomunu olugturan ag, ajx,
a,x2,. .., apx" polinomlarma P(x) in terimleri denir. Herhangibir apxk
teriminde ax ya bu terimin katsayis1 ve x’in iizerindeki k€EN’ye de bu
terimin derecesi denir. P(x) i olusturan terimler igerisinde derecesi en
biiyiik olan terimin katsayisma P(x) polinomunun bag katsayisi ve bu

“terimin derecesine de P(x) in derecesi denir. Sabit polinomun derecesi

stfirdir. Sifir polinomunun derecesi yoktur.

7-1. Ornek
1) P(x)=—8+3x+45x® polinomunda birinci terim —8 sabit po-

* linomudur, Bunun derecesi 0 ve katsayis1 —8 dir. 3x in derecesi 1,

katsayis1 3 tiir. 5x3 iin ise derecesi 3, katsayis: da 5 tir. P(x) polinomunda
en yiiksek dereceli terim 5x3 oldugu i¢in P(x) in derecesi 3 ve bas kat-
saywst da 5 tir.

2) P(x)= —;—x4—7x—|— 12 polinomunun derecesi 4, bas katsayis1 da

% tiir. Bu polinomda iigiincii ve ikinei dereceden terimlerin katsayi-

lan sifirdir. Aslinda,
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P(x)= %— x4—i—0x3—{—0x2—73§—{— 12 bigimindedir. Bir P(x) pelinomu-

nun derecesini d(P(x)) bi¢giminde yazacagiz. O halde burada d(P(x))=4

tiir.
3) ay=a,=a,=... ay=0 i¢in P(x), sifir polinomu olur.

iki polinomun toplami yine bir polinom olacaktir. (Neden ?) Rix;
halkasmin + ya gére kapalh olmas1 gerektigini hatirlaymmz. O halde
her P(x), Q(x)ERx igin, P(x)+Q(x) de bir polinomdur.

P(x)=a,+a;x+ax24 ... apx?

ve,

Q(x)=b0+51x+b2x2+ eo.tbyxn
ise, :
P(x)+Q(x)=(ay+by)+(a;+by)x+(ag+by)x2+. . . +-(ay+by)x?

olur. Sézgelimi,

(3—5x—+Tx3) -+ (1-+6x—3x) = (34 1) 4 (—5-+6)x—3x21Tx?
- =4+ 1x—3x2+ 7x3

v =4-+x—3x2}+Tx3

diir. Burada P(x) ile Q(x)in dereceleri ile bunlarn toplami olan

(Px)+Q(x) polinomunun dereceleri arasinda ne iligki goriiyorsunuz?

Ornekler iizerinde galhsarak, P(x)-+Q(x) in derecesinin P(x) ile Q(x) in

derecelerinden en biiyiifiine esit veya kiigiik olabilecegini gériiniiz.

P(x)=ay,+a;x+...4anx® polinomunun toplamaya gore tersi
—P(x)=—(a,t+a;x+...+apx?) dir. Halka G6zeliklerinden dolayn,
—P(x)=—1 . P(x)=—1(ag+a; x+ ...+ ayx")=—ay—a; x—...—anpx®
oldugunu gbsterebilirsiniz. Ornegin, P(x)=9—6x+2x? iin toplamaya
gore tersi —P(x) =—9-+6x—2x3 tiir. §imdi Ry de,

P(x)=ayta;xt+ax®+...4anx? ve Q(x)=by+bx+byx?4...
+bmx™ polinomlarinm esit olmasindan ne anlamamiz gerektigini
aragtirahm. m>n olsun. (m<n igin de ispat aymdir.) Bu sart altinda,

P(x)=0Q(x)
yani, ay+a;x+ax% 4. . .anxP=by+b;x+hyx®+ ... +bpx? 4. .. +byx™
oldugunu kabul edelim. Egitligin her iki tarafina —Q(x) i ekleyip top-
lamanin birlesme, sadelesme, degisme ve g¢arpmamin dagilma &zeli-
ginden yararlanarak bunu, :
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(ao_bo)‘f'(ar“bl)x‘f’(az_bz)xz‘f‘ vee —f—(an—hn)xi’*bnﬂxnﬂ\_ Ve

bigimine getirebiliriz. Burada, esitligin sol tarafindaki polinomun gfir
polinomu oldugu goriiliiyor. Sifir polinomunun 6zeliginden dolaya,

aO_b0=‘0’ al——_b1=0, az—b2=0, as;b3=0, veny an_bn=0,
bny;=0, ..., bu=0
ve buradan, '
ay=Dby, a;=b;, a;=b,, ..., ay=hy
elde edilir. Karsit olarak ta,
ag=by, a;=b;, a;=by, ..., an=b,
ise P(x)=Q(x) oldugu gésterilir. O halde iki polinomun esit olmas:
icin gerek ve yeter kosul derecelerinin esit ve aym dereceli terimlerinin

katsayilarmm esit olmasidur.
7-2. Ornek

1) P(x)ﬁ—-—;— +14/ 3 xF-4x2—x? ise,

M|n—:

—P(x)= =— —/ 3 x—4x2+x3 olur.

2) 5—7x+4x3=m—{—(n—}:—-1)x—{—kx2—{—2tx3 ise ayni dereceli terimle-
rin'katsayllarl esit olacagl igin,
m=5, n4+1=—7, k=0, 2t=4 yani,.
m=5, n=—38, k=0, t=2 dir.
3) x84 3x2—8x+ 74 P(x)=8x?—4x4-5 esitligini saglayan bir P(x)=
agt-a;x+agx?+a;x® polinomunu bulahm.
Verilen esitlikten,
x3 4 3x2-—8x+ T4 (ag+a;x+a,x24-a5x3) =8x2—4x 45
ve buradan, o | » :
- (14-ag)x3+(3+ag)x*4(—8+a,)x 4 (74 ay) =8x>—4x+5
olur. ) " . ,

Polinomlarda esitlik tammindan,
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. 1+a;==0, 3+ a,=8, —8+a,=—4, T+a,=5
. yanm, ‘ . .

dir. Boylece, T =S st Po=
P(x)=—x345x24-4x—2 olur.’
P(x), Q(x)€Rx; olsun. Cikarma islemi sayllarda oldugu gibi,
P(x)—Q(x)=P(x)-+[—Q(x)] ™
bf(;im.i,nde tanlm.lanu'.' Rix; halkas: qikarn}aya gore kapalhdir. (Neden?)
Jimdi gikarma ile ilgili bir 6rnek verelim. : ;
P(x)=8—2x2}5x¢
Q(x)=13—Tx}4x2—9x5

olsun.

P(x)—Q(x).=(3—2x2'+5x4)—-(13—7x+4x2_9x5)
=(8—2x2—|—5x4)—{—(——13—|—7x—4~x2—|—9x5)~
=—54Tx—6x24-5x449x5

olur. .

Rpx in toplama ve garpmaya gire bir halka oldugunu biliyorsunuz.
Rix; te toplama ve bununla ilgili olarak ¢ikarma iglemlerinin nasil
yapiuldigimi da gérdiiniiz. Simdi de garpma islemini yapalm. (Px),
Q(x)€Rx; olsun. Rpy; halkas: ¢arpmaya gore de kapalidir. O halde,
P(x). Q(x)€Ry; yani ¢arpim da bir polinomdur. Carpma iglemini or-
nekler iizerinde izleyelim.

7-3. Ornek
l) I.’(x);6, Q(x)=3—2x+4-9x? olsun. Rix; te carpmamm topla-
ma iizerinde dagilma zeligi vardir. (Neden?)
O halde, :
P(x). Q(x)=6.(3—2x+9x2)
=18—12x} 54x2

2) P(x)=—2x; Q(x)=—2+5x2+7x? olsun. Carpmanmm daglma
ve degisme 6zeliklerinden, '
P(x). Q(x)=—2x. (—2+5x2+7x3)
=4x—10x3—14x*
bulunur.

e
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3) P(x)=11—3x+5x%, Q(x)=—2+3x—T7x? olswi. Ry, halkasmda
+ ve . mn ozeliklerinden,

P(x) . Q(x)=(11—3x+5x2) . (_2 +3x—7x3)

= 11(—2+3x—Tx?)~3x(—2 +3x—7x3) + 5x3(—2 |- 3x—17x3)
=—22433x—T77x2 - 6x—9x2421x*—10x2 |- 15x3—35x5
=224 (334 6)x 4 (—9—10)x>-H (—TT+15)x3+ 21355
=—22+ 39x—19x2—62x3+ 21x4—35x° ‘

elde edilir.

Bu 6rneklerden ¢arpimin derecesinin ¢arpanlarin derecesi toplamma
esit oldugunu yani, d(P(x). Q(x))=d(P(x))+d(Q(x)) oldugunu izleyiniz.
P(x) ve Q(x) ten en az birinin sifir polinom olmasi halinde bu egitligi
yazamiyacagimiza da dikkat ediniz. Sayilarda oldugu gibi polinomlar: da
alt alta yazarak toplar, gikarir ve ¢arpabiliriz. Bunu asagidaki 6rnek-
lerde izleyiniz. ‘

—9x24 3x—17 6x3—4x24-3x—1

4 5x2— x42 —  FTx245x42
—4x242x—5 6x3—11x2--8x+{1
 Tx2—3x+2
X x24-5x—3
—21x24-9x—6

35x3—15x2+10x
4+ Tx%—3x34-2x?
CTx44-32x3—34x2}-19x—6

Tamsayilar halkas: ile polinomlar halkas: arasinda biiyiik bir
benzerlik oldugunu sbylemistik. Tamsayilar kiimesinin bélme iglemine
gore kapah olmadigmm biliyorsunuz. a>b olmak iizere a ve b tamsay:-
larm alahm. Eger a, tam olarak b’ye béliinmiiyorsa r<'b olmak iizere,
‘a=bc+r olacak bigimde ¢ ve r tamsayilar1 bulunabilir. Ornegin,
17=3.5+42 dir. -

Simdi benzer yoldan polinomlar halkasinda bélme islemini inceli-

yelim.
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Eger, .
P(x)=Q(x) . T(x)-

esitligini saglayan bir T(x) polinomu varsa P(x) polinomu Q(x) poli-
nomuna bgliiniiyor deriz. (Burada, d(P(x))=d(Q(x))4d(T(x)) olacagim
hatirlaymiz.) P(x)=Q(x) . (Tx) esitliginde Q(x) ile T(x) e, P(x) in
carpanlar1 denir. Séz gelimi. »

x*—8=(x—2) (x2+2x+4)
oldugu i¢in x3—8 polinomu x—2 ile ya da x2-42x-44 ile béliinebilir.
Bu esitlikte g¢arpimm derecesinin carpanlarm dereceleri toplamina
esit oldugunu da goriiniiz. ‘

Tamsayilarda oldugu gibi polinomlar halkasmda bélme iglemi her
zaman yapilamaz, yani Rpy halkasi bslmeye gore kapal degildir.
Sbzgelimi, P(x)=x . polinomu, Q(x)=x2+1 ile bélinemez. Giinkii,

x=(x?+1) . T(x)
esitligini saglayan bir T(x)ERy yoktur. (Seol taraftaki polinomun de-
recesi 1 oldugu halde sag tarafin derecesinin, T(x) in derecesi ne olursa
olsun 1 olamayacagim gériiniiz.) Bu ornekle polinomlar halkasinin
bdlmeye gore kapah olmadigin1 gérmiig oluyoruz. P(x) polinomunun
derecesi Q(x) in 'derecesinden biiyiikk oldugu halde Q(x) polinomuna

’ bolunemlyorsa,

P(x)=Q(x) . T(x)+XK(x) - :
olacak blqlmde T(x) ve K(x) polmomlarl bulunablllr Burada, P(x)
polinomuna béliinen, Q(x) e bélen, (Tx) e bolum ve K(x) e de kalan
denir. Béyle Q(x) ve T(x) polinomlarinm bir tek olacagim ve K(x) in
derecesinin Q(x) in derecesinden kiigiik olacagim sezginize birakiyoruz.
Bolme 1§lem1n1n nasﬂ yapilacafimi da 6rnekler uzerlnde verecegiz.

7-4. Urnek

1) P(x)= 2x2—|—x——5 polinomunu Q(x)=x—3 polinomuna bélelim.

Yani P(x)=0Q(x) . T(x)—l—K(x) kosulunu saglayan T(x) ve K(x) polinom-

lariu arayallm

| 2x2+ x—S =(x—3) . T(x)+K(x)

egitligini yézghm. Once, —2; =2x elde edlp,

- P(x) ve Q(x)€ER;x; olsun. d(P(x))> d(Q(x)) oldugunu varsayahm.
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P(x)=(x—3).2x+K;(x) -
yazar ve buradan, \ :

K1(X).=2x2—|-x—5—(x——3) . 2x=Tx—5
elde edilir. K,(x) in derecesi'1 dir. Q(x) inki de 1 oldugux.ldan K(x) po-
linomu Q(x) ile béliiniir. O halde aym siireci devam ettirerek,

K, (x)=Q(x). Ty(x)+K(%)
Tx—5=(x—3)T+K,(x)
yazar ve buradan,
K,(x)=16
buluruz. K,(x) in derecesi Q(x) inkinden kiigiikk oldugundan (K(x) in

derecesinin sifir oldugunu gériiniiz) bolme islemine artik devam edi-
lemez.

Boylece, K,(x)=(x—3)(7)+16 dir. Bunu,
P(x)=(x—3)(2x) =K, (x) te ’ yerine koyup,
2x24-x—5=(x—3)(2x+7)+16
elde edilir. O halde,
T(x)=2x+7 ve K(x)=Ky(x)=16 dir. |
2) P(x)=3x3+2x>—x+1, Q(x)=2x2+x+1 olsun. P(x) i Q(x)
e bolelim.
Bélme tanimina gore,"
3x34-2x2—x+1=(2x2+x+1). T(x)+K(x)
gsartmi saglayan T(x) ve K(x) pelinomlarm bulacagz.

Q(x) in derecesi 2 dir. T(x) in derecesi 1 olmahdir. (Neden?) Yuka-
rda izledigimiz yolla T(x) polinomunun en yiiksek dereceli teriminin

v _ 3 x olacagimi buluruz. O halde,

2x2° 2
. ‘ 3
3x3}-2x2—x+41=(2x24x+1). 5 x+K,(x)
yazlabilir.
Buradan,
1 5
Ky(x)=+ x?— 5 x+1
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bulunar. Gériiliiyor ki K,(x) in derecesi 2 dir. Béliimii bir defa daha
tekrarlamahiyiz. : ‘

- K, (x)=Q(x). Ty(x)-+ Ky(x)
sartindan, o

1
7% ——x+1x+1_(2x2+x+1) - L K
olmalidir. Buradan da,

1

K(X) = T X

3

, T
bulunur. O halde,

siesim e (Jes 3 (e )

4 4
olup, :
3 1
T(x)= 7x+ T Ve K(x)=——-111~x+ % tiir.

Pratikte polinomlarin birbirine bliimii agagidaki suaya.giire yapihr:

1. Béliinen ve bilen polinomlarm her ikisi de x’in azalan kuvvet-
lerine gére siralamr.

2. Boliinenin soldan ilk terimi bolenin soldan ilk terimine boliiniir.

3. Bulunan bu bélim, béolenin her terimi ile garpilarak, aym
kuvvetleri alt alta gelecek bigimde béliinenin altma yazhr.

4. Bu carpim bélinenden ¢ikanlir ve geri kalanlardan uygun

sayida terim bu farkin yanma indirilir.

5. Bu yeni polinom igin yukaridaki 2 —3 -4 ncii maddelerdeki
1§1emler aym bigimde uygulanir.

6. Bu igleme kalanm derecesi bolenin derecesinden az oluncaya
kadar devam edilir.

Simdi burada soylenenleri agagldakl bélme uzerlnde adim adim
izleyiniz.
3x5+3x4+2x+1
F3x53F12x4F 3x3F3x2
—Ox4—3x3—3x24-2x
4+ 9x4436x31-9x24 9x
33x3+4+-6x24-11x4-1
1 33x3F132x2F 33x T 33
—126x2—22x—32

, x34+4x2 4 x+1
, 3x2—9x1-33

Simdi bir P(x) pohnomunu (x—a) ile bolelim. Bélim Q(x) ve
kalan da K olsun.

P(x) =(x—a) Q(x)+K
yazabiliriz. Burada, x yerine a yazarak, P(a)=(a—a) Q(a)+K’dan
P(a)=K olur. O halde bir P(x) polinomunu “x-a” ya béldiigiimiizde
“K” kalanim bulmak icin P(a) y1 bulmamuz yeter. Omegin,
_ ; " P(x)=x3—4x2+Tx—11 (
polinomupun x—2 ile béliimiinden elde olunan kalan,
P(2)=8—16+14—11=—5 dir.

P(a)=0 olursa kalan 0 olacaktir. Bu durumda P(x) polinomu
x—a ile bolimiiyor demektir.

Rix halkasma, yeniden tammsiz ve belirsiz ve Ry in elemam
olmayan, y sembolii ile gosterecegimiz bir baska eleman katahm. Ry,
U{y}yi igine alan yani Ry den daha genis bir R,y halkas1 elde
edebiliriz. Ornegin, :

x3y24-2x2y—1, 4xTy—8x?y5>—2x+y—3

polinbmlan Rix,y; nin birer elemamdirlar. Bu tiir polinomlarda terim-
lerin her birinin derecesi x ve y nin deteceleri toplamma esittir. Soz
gelimi, P(x,y)=—7x2y*4-2x3y3—4x2%y® polinomundan birinci terimin
derecesi 2-+4=6, ikinci terimin derecesi 34+-3=6 ve iigiincii terimin
derecesi de 24-5==7 dir. R,y; halkasinda da bir polinomun derecesi
en yiiksek dereceli terimin derecesidir. O halde yukandaki P(x,y) poli-
nomunun derecesi 7 dir. Bunu da d(P(x,y))=7 bi¢iminde yazanz. Rix,y,
halkasinada tammsiz yeni elemanlar katarak daha genis halkalar elde
edebiliriz. '

Genel olarak bir polinomu yazarken a, b, c, ... sembollerini reel

" sayilar, x,y, %, t, u, v, sembollerini de belirsiz ve tanimsiz elemanlar

olarak diisiinecegiz. Bir polinomun ifadesindeki a, b, ¢ sembollerine

‘parametre denir. Ornegin, 8atxy3z® tek terimli polinomunun derecesi

14-3+2=6 olup, katsayis1 8a* diir. Burada a sayis1 bir parametredir.

P(x) polinomunda x’i R’nin disinda tammsiz ve belirsiz almistik,
Eger x reel say1 varsayilirsa P(x) polinomu da reel sayilardan reel say:-
lara bir fonksiyon olur. Soézgelimi, P(x)=3x*—5x2+2 polinomunda
xER olsun. Bu takdirde,
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x=1 igin P(1)=3.1—5.1+2=0
x=—2 igin P(—2)=3(—2)*—5(—2)?+2

' 48—2042=30
x=0 igin P(0)=3.0—5.0+2=2

olur. Bu érneklerden x in reel sayis1 olmas: halinde P(x)ER olacagm
goriiyoruz: '

O halde x€R igin P : R—>R dir. x’i belli bir reel say1 olarak ahrsak
P(x) polinomlar: reel sayilara déniigiir. Boylece Rix halkas1 da R cismi

olur.

7-1. Abstirmalar

1) Asagidaki polinomlarin derecelerini bulunuz.

2)

3)

a) —x

b) v/3

c) 0

d) —5x4—3x342x—7
e) 3x2y—x33y54-xy—y’

f) -—/Fxry/Tx?

P(x)=—34x2—5x3 )
Q(x)=2—x}+ 4x34x* olduguna gore asafndakileri bulunuz.
8) P(x)+Q(x)

B) Q(x)—P(x)

9 P(9—2Q(x)

d) 5P(x)+3Q(x)

e) xP(x)—x2Q(x)

f) —2x3P(x)+xQ(x)

Asagidaki islemleri yapiniz.

a) (3x—1)(—2x3+4x+5)
b) (4x2>—3x)?

9 (Ex) axysey

(
1) (—4x24y41)—(3x24-2)°
(

g (la].x)t.(—ax?)
h) (V3x—4/2y) (V/3x+4/2y)

4)

9)

i) (xm—yn)(xmi-yn)

Asagidaki iglemleri yapimaz.

a) m—(—m-+2) ‘

b) (2x—y+z)—(x+3y—2)—(—x—y+2)

©) —[3x—2(x—y)+(—2x+y)]+[(—x 3y)—8]

0 b do (3002 (uia)

e) —(—2xy?+4-x)—[(3x—2y)—4y(x—5)]

A=‘—).(2y—2x—|—3 : |
B=4x—Ty+3x%y+y*

C=6x2—4y—2

olduguna gore, asagidakileri hesaplayﬁnz.

6)

2) A+(B—C)

'b) B—(A+C)

c) 2xA+5B—3yC
Asagpdaki islemleri yaplmz.
a) (4x—3)?
b) (x—Txt1)?
) (o)

3 -2

d) (2x+5)

o 3= )
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1) P(x) =3—2x-}5x2—2x3 olduguna gore agagidakileri hesaplayiniz
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12) P(x)=x3—4x2+5x—6 nin x—3 ile boliinmesinden elde olunan

kalam bélme iglemini yapmadan bulunuz.

a) P(—1) e) P(1+4/2)

b) P(3) f) P(2a) 13) P(x)=x3—4x2+mx—6 mmn 2x—1 ile bélinebilmesi i¢in m
» i ne olmaldir?
¢) P(0) g)‘P(«——z—) . " T o
k , 3/ - 14) Bir P(x) polinomunun x—1 ile béliimiinden elde edilen kalan 3,
M d) P(r/2) k) P(5h) x+1 ile béliimiinden elde edilen kalan —1 dir. Bu polinomun

(x—1) (x+1) ¢arpimma béliimiinden elde edilecek kalami bulunuz.

8 — ’ 2_ ! o .. ~ . . V N .
) P(x)=3x>—8x—2 olduguna gore agagldakﬂer‘l hesaplayimiz. Yol : Kalanin en ¢ok birinci dereceden ax-+b gibi bir polinom
-a) P(2x) e) P(x+1) olacafim tasarlayarak, : ‘
b) P(—xl f) P(x? P(x)=(x—1)(x+1).Q(x)+ax+b
) P (vV3—x) g) P(—=x*+1) egitliginden yararlapmmiz.
d) P(—2x—3 h) P(x2— ) '
( ) ) P(*—x+3)  15) Bir P(x) polinomunun x—1 ile bélimiinde kalan 1, x—2 ile
9) P(x,y)=2x%y—5xy-+3y  olduguna gore agsagidakileri hesap- boliimiinde kalan 3 oluyor. Bu polinomun (x—1)(x—2) qarplmma
laymmz. : - ’ béliimiinden élde edilecek kalam bulunuz. ‘
a)’ P(1,2) e) P(y,x) -
‘:3‘ b) P(—1,3) f) P(—y, —x) 7-2. Carpanlara Ayirma
v c) P(4,0) g) P(0,0) Rix; in. reel katsayili polinomlarin kiimesi oldugunu biliyorsunuz.
‘ d) P(—=x,2y) h) P(2y,3) . Katsayilar, rasyonel olan polinomlarin kiimesini de Qx), bi¢iminde

gosterebiliriz. Rpx; halkas: ile tam sayilar halkas: arasinda ¢ok yakin

bir benzerlik vardir. Her iki kiime de toplama ve ¢arpma islemlerine
gire kapalidir. Baz tamsayilar rnegin, 15 sayis: iki tamsaymin gar-
pum1 olarak 15=3.5 bigiminde yazlabilir. Burada 3-ve 5 sayilarma
15 in ¢arpanlar denildigini biliyorsunuz. Ote yandan 7 tamsayst ancak
7=1.7 bi¢iminde yazlabilir. 7 nin 1 den ve 7 den bagka ¢arpam
olmadigi igin 7 sayisma asal sayr denildigini de biliyorsunuz. Benzer
bigimde Ry halkasinda baz polinomlar, derecesi kendisinden kiigitk
iki polinomun ¢arpimi bigiminde yazlabilir.

i _ 10) Asagidaki egitliklerde P(x) ve Q(x) polinomlarrm bulunuz.
a) 5x3—3x*+2+P(x)=x3—2x243x
b) —7x3—5x—4=xQ(x)—10x3+x2;4

11) Asagdaki bolme iglemlerini yapiniz.
a) (—18x?) :%x2 |

b) 5a2x3%y? : 3a3x?y?
c) (6xty*—15x?y*—21x3%y?) : —3x% = - Stz gelimi,
d) (x*—y) : (x—y) ’ | '
e) (5x3—12x%248x+11) : (x—3)

A f) (6x4+8x3—11x248x—4) : (3x—2)
I o g) (Ox—Tx3—x2%428x—12) : (x2—4)

' 1 1 1 1
(gt o) (35v)

x2—A4=(x—2)(x+42)
" 2x4—6x3—10x=2x(x3-—3x2—5)

bigimlerinde yazlabilir. Garpma iglemlerini yaparak esitliklerin dogru-
lugunu goriiniiz. Baz1 polinomlar ise garpanlara ayrilamazlar. Ornegin,
x2+1 polinomu a, b, ¢, d€ER ve ac#0 (yani a#0 ve ¢#0) elmak iizere,
(ax+b)(cx+d) bigiminde yazlamaz. Ciinkii bdyle yazmak miimkiin
olsayds, .
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x241=(ax+b)(cx+d) 7

buradan, -
x4 1=acx?+(ad+be)x+bd

~ olardu. Esit polinomlarda dereceleri ayn: olan terimlerin katsayilar
esit olacad igin, _
‘ ac=1, ad+bc=0, bd=1
olmasi gerekirdi. Bunlardan ikinci esitligin karesini alarak,

(ad+bc)2=a2d2+b2%e2+2(ac)(bd) =a2d2+b2%e2+2=0
~elde ederdik. Halbuki, a?d?+bZ%c2>0 dir. O halde skon esitlik rﬁiimkiin
degildir, (Olmayana ergi yontemi).

7-3. Tanim

Sabit olmayan iki veya daha fazla polinomun ¢arpimi bigiminde

yazilamayan polinomlara, indirgenemeyen polinomlar, bag katsayisa
1 olan ve indirgenemeyen polinomlara da, asal polinom denir.

Bu tamim geregince, x>—4 , x341, (x41)2 , 3x2-—2x polinomlarm-
dan her biri Q|x; ve Ryx; te indirgenebilen polinomlardir. x>—3 polinomu
ise Q[x te indirgenemez, fakat Ry te ise, (x—4/ 3)(x+4/3) bigi-
minde indirgenebilir. Ote yandan 6rnegin, x24-3, 2x2+1,x—1 poli-
nomlan ise Rix; te indirgenemezler. Bunlardan bag katsayisi 1 olan
x243 ile x—1 polinomlan1 Ry te asaldirlar. Polinomlar garpanlara
ayirma yontemlerini drnekler iizerinde vermeye gahgacafz.

I. Dagilma ozeliginden yararlanarak garpanlara ayirma.

7-5. Ornek
a) ax-tay=a(+y)
b) 2x(x———1)+ (x—1)=(x—1)(2x+1)
&) ¥@y+x)—3(2y+x)=y+x)(y—3)
d) Sx(x?—y)—3y(y—x?)=>5x(x?—y)+3y(x*—y)
=(x*—y)(5x+3y)
e) x?—ax-+bx—ab=x(x—a)+b(x—a)=(x—a)(x+b)
f) ax?+bx%*+ 2a—|—2b=x2(a—|—b)—|—2(a+b)=(g+‘b)(x2+2)
g) ab(x?+y?)+xy(a®4b?)=abx?4aby?+a?xy+bixy
=ax(bx+ay)+by(bx+ay)=(bx+ ay)(ax—}— by)

————ﬁ——
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7-2. Alstirmalar

Asagdakileri garpanlara ayirmz.

1) 2x?%(x+5)—(x+5)
2) 3y*{x—5)+y(5—x)
3) 2x(x—3y)+2y(x—3y)—3x+9y
4) —2a(2x—2y+3z)—2x+4y—6z
5) 5x(a—2b)—2y(2b—a)—(—2b+a)
6) ax—cx—ay--cy
7) m3—m24-m—1
8) at—bt}bx-}+cex—ct—ax

- 9) y(A+x)—x(1+y?)

- 10) (mn+xy)?+(xn—ym)?

II. Bazm 6zel e§itliklerden yararlanarak g¢arpanlara ayirma.

Once, (;arpanlara ayirmada yararlanacaglmlz baz1 zel e§1thkler1
taniyalim. Asagidaki esitlikleri izleyiniz.

(x+y)’=1

(x+y)'=x+y

(x+y)P=x+2xy+y*

(x+y)*=x3+43x*y +3xy?+y?

(x+yP=x*+4x3%y 4 6x?y?+4xy3+y*

~ Bu esitliklerden birinciyi tammdan biliyorsunuz. Digerlerini garpma

islemini yaparak kolayca bulabilirsiniz. Bu esitliklerin sag tarafindaki
ifadelerdeki diizen dikkatinizi cekecektir. Bunlarda x in kuvvetleri
azalirken y nin kuvvetlerinin gogaldigim ve bastan ve sondan aymi
uzakliktaki terimlerin katsayilarmin aym oldugunu gériiyorsunuz.

Bu katsayilar1 Paskal iiggeni (Blaise Pascal, 1623-1662) denen
agagidaki tablo ile elde edebiliriz. ‘ ‘ '

o e
B DO

i .

—
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Paskal iiggeninde herhangi bir satirdaki sayi, (varsa) bir yukarki
satirda bu saymmn istiine gelen say1 ile, (varsa) onun hemen solundaki
saymm toplamma esittir. Béylece elde edilen her satirdaki sayr dizisini
sagdan sola dogru yazarsak, dizi defismez. Yukarndaki Paskal iiggenini
devam ettirerek (x+y)® in agihmmi yazimz. Yukarida venlen ozel

esitliklerde y yerme —7y yazarsak, {y#x)
(x—y)’=1
(x—y)l=x—y
(x—y)?=x*—2xy+y>
(x—y)*=x3—3x%y 4 Ixy>—y?
(x—y ) =x*—4x3y 4 6x 2y ?—4xy3 | y*
agihmlarmi buluruz. Siz de (x—y)® in a¢ihmmi bulunuz.

Garpma islemi ile,
(x+y+z)2—x2—|—y2+z2—|—2xy—|—2xz+2yz
oldugunu da bulabilirsiniz. Ayrica gok énemli olan

.

x2—y?=(x—y)(x+y) R

xO—yd=(x—y)(x*+xy+y?) |

Xh—yh= (x—y)(x2 1 -x2 2y + . L+ yPTT)
esitliklerini sag taraftaki ¢arpmalan yaparak bulablhrsmlz Bu ln(;lm-
deki eglthklerden derecesi tek say1 olanlar da drnegin,

KB—y3=(x—y)(x2+xy+y?)

“de y yerine (—y) koyarak,

=y =(x—(—y W=+ x(—y)+(—y)?)
yani,

x4y =(x+y)(x*—xy+y?)

: elde edilir. Benzer bigimde,

x34yP=(x+y)(xt—xy+x?y?—xy>+y?)
‘oldugunu bulunuz.

Carpanlara ayirmada yeri geldikge kullanabilmek igin bu &zel
carpmalar1 hatinmzda tutmahsimz. Asagidaki orneklerde hangi &zel
garpmalardan yararlamldigim belirtiniz.

7-5. Ornek

a)

4x?4-dxy+y2=(2x+y)?

b) 25a2+10ab+4b2=(5a-2b)2

1 /1 2
c) Tnﬂ—‘mn—{—nz: (—2— m—n)

d)

¢)

a%—h2=(a—b)(a+b)

s—ie- (F-4)(3+3)
(L4x)P—y2=(1+x—y)(1+x+y)
a8—h8=<at _ b?)(at+b?) = (a?—b2)( (a2+-b2)(at4b?)
=(a—b)(a+b)(a24b?)(a'+b?)- :
(2x—3y)*—(x+2y)*=[(2x—3y)—(x+2y)][(2x—3y)+(x+2y)]
=(x—5y)(3x—y) '
64x3—2Tp3== (4x)>—(3p)=(4x—3p)(16x2 4 12xp 4 9p?)
x84 yi=(x2)3+ (y?) = (x*+y?)(x*—x2y24y4)
c2—x?—2ac+a’=(a—c)*—x*=(a—c—x)(a—c+x)

xtyt—512xy =xy(x3y3—8%) =xy(xy—8)(x2y?4 8xy | 64)

\

. Alistirmalar

Asagida verilen iki terimlilerin agihimlarm bulunuz.

- a) (2x—3y)* , d) (x—2y)?
. 924y3 3
b) (x—l—?) . ) (——3v)
c) (5x—3y)* f) (Sy+3y)?

Asagidaki ifadeleri garpanlara ayirmsz.
a) 64a%-—-144ab24 81b*

b) gli‘s-xz—IS‘xy—I—Qy2

¢) x%y®—6xyz4-9z*®

d) 4(a+b)2—12(a—+b)c+9c?
e) x*—(y+1)?
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i ' , ¥ ) 2 N
N w 0 st () (3]
| 8 (atb—o)—(2a—btc) 1 5\? 25

h) 25(x+2y)!—9(3x—1)? | R - =(x+3) =B

i) 2ab-}a?b?*—c241 ' - .

. . 5 49
i) x*—2x+1—a®—4ab—4b .. _=(x+_2_> 2

k) (x+3)(2x+1)—4x2+1

1) (xo-Fxty?4y) | “ =[(=+3)—] [( )+_]

i ' m) 16x*—9x2+41

g n) 1—125a3 | | =6 Dbeto)
p) 8(a—2b)3+1 : L - | c) —x2-1,3x~12=—(x2+13x+12)
1) 6y - \ 2
‘ ) v =— x2_|_13x—|—(13> (E) _|_12]
I11. x2+ax-+b bigimindeki li¢. tenmhmn ¢arpanlara aynlmaSI : : 2 ,
Bu tiir polinomlarda, (xFc)?=x?*T2¢cx+c? esitliklerinden yarar- : » —_ —(x 13) 121]
lanilir. Bu egitliklerin sag tarafindanki iigiincii terim olan ¢ nin ikinci , ‘ -
terimdeki x in katsay1s1.olan 2¢ nin yarisim karesi oldugunu goriiniiz. ‘ : » T 13 11 1 3 11
O halde, x2+46x—7 polinomunu x24-6xi kareye tamamlayarak asaf- =L ) ]
daki bigimde ¢arpanlara ayirabiliriz.
P yi - —(x—I—l)(x—|—12)
6\ 2 6 \2 , : _ ‘
x2,—|—6x—7=x2—|—6x—|—(—2—) —(7) —T=x2+6x}9—16=(x+3)2—16 d) m“—7m —8 ¢ terimlisini ¢arpanlara aylrmak igin dnce
m? yerine t yazalim. Buradan,
1‘ Boylece verilen polinomu iki kare farki bigiminde yazmus oluyoruz. : 712 _
Buradan, . / t2—-Tt—8=12—Tt (T) — (7) —8
X2 6x—T = (x+3)2—16=(x+3—4)(x+3+4)=(x—1)(x+7) ‘ | N ogl
elde edilir. = (t_T) -
7-6. Ornek ‘ ‘ . : — (t—--7——-—9—) (t— 79
‘ g\: /8\? | | V22 7+7)
L a) x248x+15=x2+48x+ (7) —(7) +15 : : » =(t—8)(t+1)
£ : , ‘ ’ = 8
| =x248x+16—16-+15 , | | | o =g+l ,
5 =x?} 8x 1 16—1 | | =(m—2)(m*+2m+4) (m+1)(m*—m+1)
“ ' =(x+4)2—1 e) x2—-2x—5=x2—2x+1—1—5
| =(x+4—1)(x+4+1) ' , x2—2x+1—6
L = (x+3)x+5) | | —<x1—1>2—(\/ 6)’=(x—1—V6 6>(x—1+v 6)
L
‘ .
: \
L
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(D) (1) , 51 —D). — 1 (1)

polinomlarmin herbiri ve daha genel olarak kE€R , k#0 igin,
k(4x?—1)(x2—1)
polinomu bu iki polinomun OKEKi olur. Yukarida érnek olarak

verdigimiz OKEK lerden herbirini uygun reel sayilarla garparak diger-
lerini elde edebiliriz. Yani iki polinomun OKEK i sabit bir garpan
disinda aymidar.

Pratik olarak bir takim polinomlarm OKEK ini bulmak i¢in poli-
nomlar asal garpanlara ayribr. Ortak garpanlardan derecesi en biiyiik
olanlarla ortak olmayanlarm ¢arpimi hize OKEK i verir. Eger polinom-
larm ayrica tamsayr ¢arpanlari varsa bunlarm da kendi aralarinda
OKEK i bulunarak bunun, OKEK olarak buldugumuz polinoma kat-
say1 olarak verilmesi iglemlerde kolayhk saglar.

Bu iki polinomun OBEB i olarak da érnegin,
0 ,
@x+1)c-HD) 5 3ExH Dt 1) , — o @x+1)(x+1)
polinomlarmi bulabiliriz. Daha genel olarak k€R ve k70 igin bu iki
polinom OBER i ' : .
K@x+1)(x-+1)
dir. /

Bir takim polinomlarin OBEB ini pratik olarak bulmak i¢in OKEK
in bulunusuna benzer bigimde, Gnce polinomlar asal garpanlara ayrlir.
Bu garpanlardan ortak olanlarm en kiigiik iisliileri segilir. Bunlarin
garpimu bize bu polinomlarn OBEB ini verir. Polinomlarmn ayrica sabit
tamsayl qarpaxilarl varsa bunlarin da kendi aralarinda OBEB i bulu-

narak OBEB olarak bulunan polinoma katsay: olarak verilmesi iglem-

lerde kolayhk saglar.

7-7. Ornekler
a) x24+x—6,x*—9,2x—4 polinomlarmun OKEK ini bulalim.
Xt px—b=(x—2)(x+3) |
x*—9=(x—3)(x+3)
2x2—4=2(x—2)
OKEK: 2(x—2)(x—3)(x+3) dir.
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'b) x24x , x2—1, x2—4x—>5 polinomlarmmin OBEB ini bulalim.
x2+x;—.x(x+l) :
x2—1=(x—1)(x+1)
x2—4x—5=(x+1)(x—?5)
OBEB: (x+1) dir.

7-5. Alstirmalar

1) Asagidaki polinomlarin OKEK ini bulunuz..
a) 6x2—2x,9x—3
b) 2x2—4xy{2y?, x3—y?, 4x—4y
¢) x244x—12 , 2x—4 , Tx2+4+42x
d) a?b%?—3ab, aZBc—Sc ,3%—¢

2) A§a§1daki polinomlarm OBEB ini bulunuz. ‘
a) 5y2—175,3y—15,
b) x3%y—xy?, 2x—2y , x3>—y3
c) —x2—6x+7,x2—49
d) c*—3c ‘, 2¢—6 , 5¢2—45

7-3. Rasyonel ifadeler

Bundan &nceki béliimde reel sayilar cismini genisleterek Ry
halkasim elde etmistik. Rpx; halkasimin tamsayilar halkasma benzedi-
gini biliyorsunuz. Z de baz1 sayilar arasinda bolme isleminin olmadigm
ve buna benzer bigimde R halkasimda da aym durumu gézlemis bulu-
nuyoruz. $imdi tamsayilardan rasyomel sayilara ge¢mek igin takip
ettigimiz yolu Ry halkasinda da uygulayarak rasyomel ifadelerin
cismini elde edecegiz. Nasil ki rasyonel sayilar cisminde baz1 pozitif
sayllarin karekokii almamiyorsa rasyonel ifadeler cisminde de bazm
elemanlarm karekokleri olmayacaktir. Rasyonel ifadelerin cismini de
genisleterek i¢inde karekdk kiipkok ve bagka iglemlerin yapilabilecegi
genis bir cisim elde edilebilir.

P(x) ve sifirdan farkh bir Q(x) polinomu i¢in rasyonel sayilara

. benzetilerek,




P(x)
Qx)
banmmdekl her ifadeye bir rasyonel ifade diyelim. Rasyonel ifadelerin

R(x)=

esitligini, toplammm ve ¢arpimum rasyonel sayilardakinge benzer bicimde
yapahm. Béylece elde edilen sistemin Riy) halkasmu igine alacagim
kolaylikla gorebilirsiniz. Bu cisme rasyonel ifadeler cismi diyecegiz.

Gergekten, x elemanim reel sayilar kumesmden secerek paydanm sifir

oldugunu haller d1§lnda R(x)= —— P(x) daima bir reel defer verir.
g Uy ° 98

Yani, x€R igin, R(x)= -&l

)

sayilara bir fonksiyon olarak diigiiniilebilir. Aymi seyi Rix,y, Rixyysz)

reel sayillarin bir alt cumlesmden reel

halkalar iginde yapabiliriz. Béylece meydana gelecek cisim Ryy; hal-
kasmdan meydana gelen cisimden daha genig olur. Rix; halkasindan elde

eve s . Ce . 1 | . e e
ettigimiz rasyonel ifadeler cisiminde — =x—1, — =x"2 olacag igin x’in
x X2 s

" negatif kuvvetleri de vardir. x’in tam sayisal kuvvetlerinin ¢arpim ve

toplami reel sayilarin tam saysal kuvvetlerinde oldugu gibi yapilabilir. -

Plx)
Q)

gibi sadele§t1reb1hr1z Ancak bunu yaparken X elemanm tammeaz ve

biqi'mindeki rasyonel ifadeleri rasyonmel sayilarda oldugu

belirsiz kabul ediyoruz. Eger x elemanim reel say1 olarak tapimlarsak,

2 3
Ornegin, x:—4 fonksiyonunun x=2 igin degeri yoktur. (Neden?)

2
Halbuki x+2 fonksiyonunun x=2 i¢in degeri 4 tiir. Oyleyse fonksiyon

olarak ile x+2 fonksiyonlan esit olamaz.
x2 igin,
x2—4  (x—2)(x+2)
X2 —p) 2

dir,

7-8. Ornekler
x 2. x 2

a)

x+1 =1 xF+1  (x+1) x—1)
’ x(x—1)—2
(x+l) (x—1)
x2—x—2
= (x+1) (x—1)
- (x+1) (x—2)
(x+1) (x—1)
x—2 '
=X
: Ix 3xy | 9x? 3x(.?»x+y)——3xy—9x2
) By T T ee T Bxy) ()
0 ,
~ (3x—y) (3x+y)

) a3+8‘.4a"'—-—9 _(a+2) (a>—2a+4) (2a—3)(2a+3)
2a—3 " a*f2 ~2a—3 a(a+2) ’

_ (a®—2a+4) (2a+3)

a

d)' x4 x?y +xy? X—y? x(x*+xy+y?)
xixy? Txt—yt T x(x3+y?)

- (x—y) (x+y) (x2+y’)

Gy Gy Fy)
7-6. Ahstirmalar
1) Asagidaki rasyonel ifadeleri sadelegtiriniz.
2) x2—6x+5
' 2_z2
CRs e
T (yT7)
o) 2x”—-4ky+2y’
(x—y)*




2) Asapidaki toplama, gikarma iglemlerini yapmiz ve sonucu en

1—x?
(xy+1)>—(x+y)?
4—(x+y)?
x+y)i—y*
6x2—13xy+6y?

x2—0y2-

£)

basit bigimde veriniz.

2

3) x2—9 + x?\—2x—,3
py Byt6 12
y*—y—6 y*—2y—3
o) x22+Xy3; x—y 2y i 3
x*y—y*  y(x+y)  x*—y?  x+y
1 2 1 3x—2
) x—1 + x+1° (x1)2 x*—1

1 ’ 3 1

°) a®—4ab+3b2  3a®—10ab3b? T 3a®—4ab-+b?

2x 1 x—1
x2—4 x2+2x+2—x

f)

Asagidaki ¢arpmalar: yapiaz.

x3—t3  2x-2y
(x—y)? ~ 8x
(a+b)2—4 3a—3b+6
aa—(b—2)?  a—2
x6—yS x24y? 9x2 1
© 3x—1 ~ xt—y! " xP—xyfy?
9a2c a2—4 10¢
5a2—10a c¢>—c 3at6
2%x2—x—6 2x24+3x—2
°) ax?fx—3  2x°4x—1
6x+4  4x3—x —-—2x—|—4
exP—x—2  x>—8  4(x+1)

a)

b)

4) Asagdaki bélmeleri yapmz,

a)
b)
c)
d)

e)

o

5)

b)

x24xy x34x%y
xi—xy "xy’+y®

_ 2a 4a%4-2a?
3 6(a2—1)

(e 2): (- 2)

16—2x3
(—5+6)——%

( x4—1 ‘ —3y
16x1—9y? 2x2+2

(xzx—Z . x2—4).

x2—x—20 ° x2—5x

x—1
* x4 3y 3y

x—1 .
3x

Asagidaki iglemleri yapumz.

2x -

x?—1

—1

2x

x—1

1
1

1—

14

f)

2

-[lf(azz*;i,—° o) () ]

( a l—a)_( a _l—a)
1—|—a+ a ‘\1+a a

\

e ey ( )
( x+y _‘x2 5 T x—y x2—y? + x+y

2_[("_1 — 1]

_+_
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7—4. Bir Bilinmiyeli Denklemler

Her P(x)€Rx) polinomunda x’i reel say1 olarak diigiiniirsek, P(x)
polinomunun R den R ye bir fonksiyon olacagm biliyorsunuz. Bir
P(x)=x2+3x—1) polinomunda sézgelimi, ‘

| P(l)=—
P(2)=
P(—2)=—12
P(—5)=0 ‘
dir. Bu érnekte bir fonksiyonun bazn reel sayilan sifira esledigini gorii-
yorsunuz. Sifirdan farkh bir P(x) polinomunun x in hangi degerleri igin

sifira esit degerler verdigini, bilmek onemlldlr Sézgelimi, P(x)=x?+1
ise x in hicbir degeri sifir vermez.

7-4. Tanmm

Sifirdan farkh bir P(x)€ERpy polinomu igin, P(x)=0 kosulunu
saglayan (varsa) her x sayisma P(x) polinomunun bir kékii ve P(x)=0

- kosuluna da bir polinom denklem denir. Polinomun kéklerine aym
zamanda polinom denklemin kékleri ve bu koklerin kiimesine denk-

lemin . ¢6ziim (dogruluk) kiimesi denir. Denklemin koklerini bulma ig-

lemlerine de denklemi ¢ézmek denir.

Bu tamumdan sifir polinomunun ve sabit polinomlarm Lékii olma-
digim. da anlanz.

Burada bir noktaya dikkat etmeniz gerekmektedir. Sifirdan farkh
herhangi bir P(x) polinomunu bir denklem olarak P(x)=0 bi¢iminde
yazmakla bu pollnomun sifir polinomu oldugunu ileri siirmiiyoruz. Bu-
radaki “="" igareti “hangi x sayr veya sayilan icin P(x) in degeri sifir
olur” anlammdadir. Denklemde kullamlan bu “="" gsembolii ile, daha
once iki polinomun esitligi i¢in kullamlan * seml)oliiniin aym olmasi
sizi gagirtmasin. Bazen iki polinomun e§1t11g1 i¢gin “="" sembolii kulla-
nilir ve bunlara denk polinomlar da denir. Sézgelimi,

x?—1 = (x—1) (x+1)

dir. Biz bu kurah kullanmayacagiz. Ancak bu esitligi yazarken onun bir
denklem mi, yoksa ger¢ek bir esitlik mi (denklik mi) olduguna dikkat
edecefiz. Bir polinom denklem,

P(x)= Q(X)
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bi¢iminde de yazlabilir. Bu esitligi, “hangi x sayis1 veya sayilar igin
P(x) in degeri Q(x) in degerine esittir” anlaminda anlayacagz. Soz
gelimi, '

P(x)=4x—2

Qx)=x=7

olsun. x =1 i¢in P(1)7Q(1) ve x=—2 i¢in de P(—2)#£Q(—2) oldugunu
goriilyorsunuz. x=3 i¢in ise P(3)==Q(3) olur. O halde biz, P(x)=Q(x)
yani, 4x—2=x-+7 yazmakla x in bu esitligi gercekleyen degerlerini
diisiinmiig oluyoruz. P(x)=Q(x) denklemi, P(x)—Q(x)=0 biciminde de
yazilabilir. P(x)=Q(x) denklemi ile P(x)—Q(x)=0 denkleminin ¢6ziim

kiimeleri tamamen birbirinin aym olur. Bu gerc¢egi érnekler iizerinde

giifecegiz. O halde, P(x)=Q(x) denklemini ¢6zmek igin Q(x) i sol tarafa
almak yerinde olur. Simdi polinom denklemlerin ¢éziimleriyle -ilgili
ornekler verelim. ,

7-9. Ornekler »
a) éx-i—b#O (a:0) denklemini ¢ozelim.
Once, ax+b-+(—b)=—b yazabiliriz. Buradan,

ax=—b
1 1
- ax = = (—b)
ve nihayet,
b
X=——
a
elde edilir. Karsit olarak X=—— iken, ax=-—h ve buradan da,

ax+b=0 elde ederiz. O halde bu gergegi,
’ b
ax+b=0 <= Xx=——
bi¢giminde yazabiliriz. Buradan; ax+b=0 (a#0) denkleminin bir tek

b _
kokii oldugunu ve bu kokiin de X=—— oldugunu anhyoruz. Yani bu

dir.

denklemin ¢6ziim k.l'imesinii D ile gosterirsek, D=
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b) 5(x—2)—2x=—T42(x+1)—x ‘
denklemini ¢ozelim. Once garpmanin dagilma 6zeligini uygulayarak bu
denklemi, - »
5x—10—2x=—T+4+2x}+2—x

bigiminde vazar ve buradan devamla,

5x—2x—2x+x=—7+2+10

elde ederiz. O halde,

{5
| D=1%
dir.

Coziimi pratiklegtirmemiz faydallydlr. Yukandaki 6rﬁékté énce
parantezleri agtigimiza, sonra da x li terimleri egitligin bir tanina, sabit
sayllan da esitligin oteki yapina aldifimiza dikkat ediniz.

¢) —2(3x—1)4(x—3)=T—5x denklemini. ¢dzelim.
' —6x+2+x—3=.7—5x ’
—6x+x4-5x=T7-—-2+43
0.x=8
elde ederiz. Bu son esitlikte sol taraf x in her degeri i¢in sifirdir. O halde
bu bir ¢elismedir. Yani, bu denklemin ¢oziim kiimesi bos kiimedir,
D=0 yazanz.
d) —3(x+2)—(2x—1)=3(1—x)—(5x+8) denklemini ¢6zelim. Bu
radan, , ’ ‘ ‘
—3x—6—2x+1=3—3x—5x—8
—3x—2x+3x4+5x=3—8+6—1

0.x=0 -~ | :
elde edilir. Bu son esitlik x in her degeri i¢in gergeklenir. O hald
D=R dir. )

¢) x24-2=0 olsun. Buradan, x2=—2 elde edilir. Hicbir reel saymun "~

" karesinin negatif olmadigim biliyorsunuz. O halde, D=0 dir. '
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f) x4—16=0 6lsun. Once polinomu -qﬁrpanlara' ayirahm.
(x—2) (x+2) (x*+4) elde ederiz. Buradan, -
x—2=0 veya x+2=0 veya x2+4=0 dir. Bunlardan x?4=0
denkleminin ¢éziimii yoktur. (Neden?) O hailde, x—2=0 veya x+2=0
dan D= {2, —2} elde edilir.

7-7. Algtirmalar
1) Asagidaki denklemleri qﬁzﬁnﬁi.
a) 2x—5(3x—1)=—T7(x+1)
b) 3(—2x+1)—(x—7)=0
c)% x— —g— =x+2
d) Sx—(x—6)=(4x—1)—7
e) —3x45—(2x—3)=4x+(x+8)
f) x2—9=0
g) x3—4x=0
2 1
h) 5z —5 =0
i) x2—3x—10=0 ‘
j) (2x+1) (2x46)—T(x—2)=4(x+1) (x—1)—9x
k) 5x—{8x—3[15—6x—(4—5x)]}=6

x+1

1) 7

+x(x—2)=(—1)?

3. L 1)? 5 \* 33
m) (—2-'x———2)2+(2x+ -2—) =1+ T,X —g X
n) (2x—1)>—9(x+8)?=0 ’
2) Asagidaki polinom denklemlerin reel kokleri olmadifm goste-
riniz. (Carpanlara ayirmay: deneyiniz.)
a) x24-2x+3=0
- b) x*—x+1=0
¢) x2+x+1=0
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3) Asapidaki denklemlerin reel _kt'iklerihi bulunuz.
va) x3—1=0 o J ,
b) x34{8=0
c) x4—13x436=0
d) x2=0
e) x34-x=0

7-5. Rasyonel Denklemler
, .

R(x)= ggg rasyonel ifadesiyle el@e edilen,

P(x)

R(x)=0 yani, W =

0

bi¢imindeki denkle_m]ere rasyonel denklemler diyecegiz, Boyle bir, ‘

P(x)

& ="

~ denkleminin kékii deyince, Q(x) i sifir yapmayan P(x) i s:ﬁr yapan x -

degerini anlariz. O halde ornegin, bir a sayis1 bu denklemin kokii ise,
Q(a)#0 ve P(a)=0 dur.

Rasyonel denklemler, R,(x)=Ry(x) bigiminde de yazlabilir. Biiyle
bir denklemin ¢éziimii ile R;(x)—Ry(x)=0 denkleminin ¢oziim kiime-
leri aymidir. Bu gergegi de Grnekler iizerinde inceleyebilirsiniz.

7-10. Ornekler

a) 2—x

=—1 denklemini ¢ozelim. |

elde edilir. % =0 esitligini saglayan bir reel say1 var mudir? O halde,
D=0 dir. |
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5 » 1 — L « . . .
b) Grm o) TGy~ denkdomini gozelie.
5 L o
GTEe—D) T ) _ |
54 x—1—(x+4) (x—1) —0 = ﬂﬁ I
(x+4) (x—1) G+ —T) ~ |

elde edilir. x£—4 ve x7#1 kosulu ile —x?*—2x48=0 f.le!,ikleminin' kok-
leri verilen denklemin de kokleridir. O halde D ={2} dir.

' 1
©) s T X Tix

Denklemini ¢6zelim.
3x . 2 _ 1 _o
G+ (x—2) (—2) x+l .
3x—2(x+1)—(x—2) _ o
Gt D) (—2)

PRSI E=) | N
dir. O halde x—1 ve x#2 kosulu ile her reel say1 bu denklemin ko-
kii(.liir. Yani D={x : x#£—1 ve x7#2, x€ER}- |

’ 1 5 . 0 x
d). x+3  3x+9  4x+12 -

denklemini gzelim.

- 12—20—3x

1 S X a0 A
3 T 343 A(x+3) ad 12(x+3)

o Y
12(x+3) .
dir. x#£—3 igin —8—3x=0

olur.

x=—-—§— diir, buradan, D= $_3—
7-8. Agtwmalar
Asapdaki denkl‘emleri ¢oziiniiz.

2x X
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3x—1 3
2) x2—3x4-2 x—2 =0
3 1 2
x2—4 + x—2  x+2
5 1 N
4) x2—x—20  x2_25 =0
~5) x 1 o 5
7 x348 x+42 x*—2x+14

3) =0

x x—1 -3
6) x2+3x—4 T 2x+8 + x—1
3x—|—2 3x—1
7 2x2—x3 + 2x2—3x =0
1 3
e tam=t )
s 2 5
x2—1" x3—-1" x2+4+x+41
3 3x 2
Sx—1 7 5x24+-9x—2  1-25x /
1 x1 3x—13

W) e~ T —ma ="

=0

'9)'

10)

YEDINCI BOLUMLE ILGILI TESTLER.
1. P(x)=x2—3x+44 olduguna gére P(\/?—}—l) in esiti hangisidir?
a) 6454/ b) 4—/2 ) 6—54/5
d) 44542 e) 44+4/2
2. Bir P(x) polinomu x—2 ile béliiniince 5 kalamnl x—l ile bolu-

nince 3 kalam elde ediliyor. (x—1) (x—2) ¢arpimmna béliiniince elde
edilen kalan asagidakilerden hangisidir ?

a) 3x—1 b) 2x+1 ¢) x43
d) 5 ‘ e) Higbiri o
3. 2x—5(3x—1)=—7(x+1) denkleminin kékii a§ag1dak11erden
" hangisidir ?
' 17 .3
a)—2\ b) 2 c)? d)? ) ——
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/ k k
4. x5—y8 nm garpanlara aymlmg geklinde en g¢ok kag carpan
bulunur?

a)l . b)2 93 44 95

x2—3x4-2 rasyonel ifadesi en sade olarak a§agldakilerdén

T x2—Tx+6

hangisidir ? ‘ ‘
2 a2 xRy xiﬁ ¢) Higbiri.
V% Px¥e x+6 =5
1 1 7 . ; - idir ?
- = dakilerden hangisi
6. [x—I—I x—l] agag'l 2 ,
. 2
21 241 1—x? = Higbiri.
a)le b)xz—: o) —— . 9 g © Hidk

x2—3x+-2 Jx—1 sidakilerden héngisidjr?
7. S P e esiti agagl
(x—l) d) x___+2 e) Hi(,‘;biri.
a) 1 b) 0 c) —2)* x—1 '

x?—3x  x*-+4x+3 garpimmm sonucu asagidakilerden han-

8 . xz—g ° x2+x

gisidir ? 3 ‘ 3
x—3 X n X9
90 Bl 9 = /7 O

9. 5x3—7x2+2+P(‘x)=x3—2¥’+3x+l egitligini saglayan (Px)

polinomu hangisidir?

a) —4x34-10x24-3x—1 b) —4x34-5x%4-3x—1

¢) 4x3>—10x2>—3x+1 d) —4x3—10x24-3x+1

e) 4x3+10xz+3x—1 :

—1 x—2 ) : xi+x+1 ifadesinin en sade‘ gekli
10 x2—4x+4- x—1 x—2 |
agagidakilerden hangisidir?
\ _ o

, 24 x+1 x4 x4 1 (x

a) ;;ix—}—l - b x—2 c) (x2+x+l)2‘
d) 1 e) 0



SEKIZINCI BOLDM

ANALITIK GEOMETR1

Analitik geometri, geometri problemlerini sayilarla ve matematik
islemlerle ¢6zme olanaklarmm saglar. Bu geometri ilk kez 1637 yihnda
Rene Descartes (Dekart) (1596—1650) adli bir Fransiz matematikeisi
tarafindan kurulmustur. Analitik geometri ile olduk¢a gii¢ goriinen bir
diizlem géometri problemini daha kolay olarak ¢ozebildiginizi gorecek-
siniz. ’

Bu bélimde edineceginiz bilgiler, ilerde okuyacagimz analitik
geometriye bir baglangi¢ olacaktir.

8-1. Koordinat Sistemi -

Ugiincii boliimde, iki kiimenin kartezyen garpimini goriirken koor-
dinat sisteminden de s6z etmigtik. Bu sistemin, orijin (baglangi¢) adr
verilen bir noktada dik kesigen, biri yatay digeri diigey iki dogrudan
olustugunu_hatirlaymz. Bunlardan yatay olanma apsis ekseni, diisey
olanma ordinat ekseni ve bu sisteme de koordinat sistemi demistik.
Diizlemde bir noktay ikililerle belirttigimizi ve bu ikililerin birinci bile-

senine bu noktann apsisi deyip x ile, ikinci bilesenine de bu noktanm -

ordinat1 deyip y ile gosterdigimizi biliyorsunuz.

8-1. Ornek

A(2,1), B(—3,2), C(—1,—2), D(3,—1) noktalarim koordinat sis-
teminde gosterelim. ’ ‘

Coziim : A noktasinin apsisi olan 2 yi épsis ekseni olan Ox ekse-
ninde, ordinat1 1 i de ordinat ekseni olan Oy ekseninde isaretleriz. Ek-
senler iizerinde isaretlenen bu noktalardan eksenlere dikler cikariz.
Diklerin kesim noktasi A noktasidir. B, C, D noktalarim da benzer
bigimde buluruz. (8-1. Sekil)
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Ay
B(-3,2)
SaEEEEE
X L _A24)
1 i ]
| : oﬂ | : —> X
T
L]
C(_",-Z)

(8-1. Sekil)

Koordinat sisteminde orijine kars gelen ikili (0 , 0) dir. Apsis ekseni
ile ordinat ekseni birer reel sayl eksenidirler. Su halde, xEl.{ ve ?rER
olmak iizere (x,7y) bi¢imindeki bir reel say: iki.lisine koorqu.la}t‘ siste-
minde yalmz bir nokta, her noktaya da yalmz bn.' ree.l' say1 ikilisi kars1
gelir. Boylece koordinat sistemine yerlegtirilen 1.)11' diizlemin noktalafl
ile RxR in elemanlar1 arasinda bire-bir esleme kurmus oluyoruz."Apms
ve ordinat eksenleri adm verdigimiz bu dogrular diizlemi dért bnolge}"e
aymrr. (8-2. Sekil)’de bu bélgeler, I, II, III, IV ‘numall.'alarllyla gosteril-
‘mistir. Eksenler, bu bolgelerden higbirine de ait degillerdir.

, Ay

T | 1

1T Iz

(8-2. Sekil)

I. bolgedeki noktalarin apsis ve ordinatlari pozitif, II. b.'dlgedeki
noktalarin apsisleri negatif, ordinatlar pozitif:, 111 bolge(.lekl n(fkta-.
larn apsis ve ordinatlar negatif, IV. bﬁlgedelfl noktalarm ise apsisleri
pozitif ordinatlari negatiftir. Ox ekseni iizerinde .buluna.n nf)ktalarm
ordinatlan sifir, Oy ekseni iizerindeki noktalarm ise apsisleri sifirdur.
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8-2. Ornek
a) A(0,1), B(o,—z), C (0,—%), D(0,4/5)

- b) E(—L,0), F(2,0), G (% 0), H(— 4/10,0)
noktalarmm koordinat sisteminde. gosterelim.

Coziim : Ornegimizin a sikkindaki noktalarmn fiépsi y ekseni, b sik-
kindaki noktalarm hepsi de x ekseni iizerindedir. (8-3. Sekil)
' Y

D ’(OIJE) '
Ao(O,"’)
H(-/5,0) E(-4.0) |69 £(2,0)
e » >» X
C (O,—ia) i
BW (o, -2)

(8-3. Sekil)

Baz kogullarla verilen noktalarm kiimesini koordinat sisteminde

gosterebiliriz. Verilen kosullar reel say1 ikilileri igin olacaktir. Cogu kez
(x , y) bigimindeki reel say1 ikilileri arasindaki sartlar y=mx, y=mx-n,

" x+4y>0, ax+by+c=0, ax+by4-¢>0, ax+by+c<0 veya bunlara
. benzer bigimde olabilirler.

"~ 8-3. Ornek

A={(x,y)lx=2, (x, y)ERxR} kumesml koordinat sisteminde gos-
terellm

Cbziim (8—4 Sekil) deki L dogrusu iizerindeki her noktamn apsisi
2 dir. Kargit olarak diizlemde apsisi 2 olan noktalar da L, dogrusu iize-

rindedir.” - YA AL
P 2 —> X
v

(8—4; Sekil)
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8-4. Ornek :

B={(x,y)ly=1, (x, y)€ERxR} kiimesini koordinat sisteminde gos-
terelim. s

Cozim : (8—5 Sekil) deki D dogrusu B kiimesidir.

~Y
< - >D
ol > X
R

(8-5. Sekil)

8-5. Ormek ‘ .
C={(x,y)l<x<3, (x,y)ERxR} kiimesini koqrdinat sisteminde
gosterelim. '

Coziim : (8-6. Sekil) de C kiimesini, L ile D dogrulan arasmdaki
noktalarln kiimesi ile D dogrusunun blrleglmmden olugsan kiime olarak

N
of 1%/// ///’3 >
| (8-6. Sekil)

D={(x,y)0<x<2 ve 1<y<2} kiimesini koordinat sisteminde
gbsterelim. (Sadelik i¢in, (x , y)€RxR oldugu yazmlmamstir. Bu bélimde
- verecegimiz nokta kiimelerinde x ile y nin reel say: oldugu unutulma-
maldir.)
: Ciizﬁm: D kiimesi (8-7. Sekil) de taranms iki nokta kiimesinin
kesisimi olan MNRS dikdértgeni ile onun iginin birlesimidir.
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. (8-7. Sekil)

8-1. Ahstirmalar

1) A(—3,2), B(4,1), 0(2,—4), D (%\/?) E ( _2_;— ,0),

F(0,—4/5 )-noktalarim koordinat _sis'temindje» gosteriniz. 7
2) A(3,3) olsun, [AA'] dogru par¢asimn orta noktas: orijin olacak
bigimde alinan A’ noktasinm koordinatlarm bulunuz. '
'3) A(2,3) olsun. A noktasmdan x eksenine [AH] dikmesini giziniz.
H noktasmin koordinatlarmi bulunuz.
4) Asafdaki nokta kiimelerini koordinat sisteminde gosteriniz.
) A={xy) 1<x<3)

b) B={(x,y)|—1<x<1l wve —2<y<2}
¢) C={xy)—1<x<1l veya —2<y<2}
d) D={(xy)] 0<x<3 e O<y<2}

e) E={(xy) 0<x<3 veya 0<y<2} «
f) B kiimesi ile C kiimesini ve D kiimesi ile E kiimesini karsilas-
.tz
5) Koordinat sisteminin I. ve III. bolgesinden gegen agiortayms
giziniz. Bu agiortay iizerinde bulunan A(2,y), B(—3,y), C(x,—4), D(x,1)
noktalarmdaki bilinmeyenleri bularak noktalar: belirtiniz. S

6) I1. ve IV. bolgeden gecen agirortay giziniz. Bu agiortaylar iize-

rinde A(x,1), B(x,—2), C(—3,y), D(4,y) noktalarim belirtirtiz.
7). Bir kogesi A(4,4) ve bir kogegeni [0A] olan kareyi koordinat sis-
teminde ¢iziniz. Diger koselerinin koordinatlarim bulunuz. '
8) A(0,0), B(4,0), C(0.4) iiggenini koordinat sisteminde gizerek kenar
uzunluklarmm ve alanim bulunuz. - -
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8-2. Iki Nokfa Arasindaki Uzakhk.

Altmar bolimde, bir dogru iizerinde alinan iki nokta arasindaki
uzakhgm, bunlarm koordinatlar farkinin mutlak degerine esit oldugunu
gordiiniiz ve Pisagor teoremi adi verilen “Bir dik iiggende hipotem’isijin
uzunlugunun karesi, dik kenarlarn uzunluklar kareleri toplamma esit-
tir.” teoremini de hatirlaymiz. Bu bilgilerden yararlanarak iki nokta
arasmdaki uzakhi hesaplayabiliriz.

8-7. Ornek ,
A(2,3), B(6,6) olsun. Sekil gizerek |[AB| yi hesaplayalm. (8-8.

Sekil) i inceleyiniz.

Coziim :

(8-8. Sekil)

- A%H dik ﬁqgéﬁinde |AH|=4, |BH|=3 tiir. Neden'? Pisagor teore-
mine gore, |AB|2=|AH|>+|BH? dir. Buradan, |AB|*=16+9, |AB|=5

bulunur.

8-1. Teorem

‘Koordinat sisteminde A(x,,y;) ve B(xpY,) ise.

|AB|= \/(xl_xz)2+(}’1~y2)2_ dir.

Ispat : (8-9. Sekil) deki ABH dik iiggenine Pisagor teoremi uygu-
lamirsa, ‘

. IAB|=1/ (%9 + (y1—y2) elde edilir.
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(8-9. Sekil)

8-8. Ufnek . .
M(—3,2) ve N(1,5) olduguna gére |MN| yi bulalim.

Cosiim ¢ [MN|=+/{—3—1)P1 (2—5) = 1/1679 = 1/25=5 olur.

8-2. Teorem

Koordinat sisteminde ‘A(x;,y,) ve B(x,,y;), [AB] dogru par¢asinin
orta noktas: olan C nin koordinatlan, x, ve y, ise,

X = Yo =

X;1X — yitys i-
—a 5 dir.

Ispat : Bu teoremin ispat1 i¢in 8-1. teoremden yararlanalim. C nin

AB nin orta noktasi olmasi igin v|AC|=|CB|'= % |AB| olmaldur.

s [l (50

1
|AC| = '7\/("1—" 22 (y1—y2)?

AC| = % - |AB| olur.
8-9. Ornek

A(3,—1) ve B(1,7)— verilsin. [AB] .do'gru pargasimin C orta noktasimin
koordinatlarmi bulalim.
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Goziim : C(x,,y,) ise x, = _:_cizx_z » Yo= %}3 dir. O halde

= =2, 1= 3 =—g~' =3 yani, C(2,3) olarak bulunur.

8-2. Alisirmalar

1) Asagadaki noktalar arasmdaki uzakhiklars hesaplaymz.
a) (1,—3), (6.9)

_ b) (3,2), (—2,—1)
o) 04), (—22)

1 1 1
) (250). (3 fli)
2) Késeleri A(5,7), B(14), C(—3,—6) olan iiggenin gevresini hesap-
laymiz. : : ‘
3) Bir '[AB] dogru 'parqasm,ln orta noktasi C olsun. C(2,—1) ve

A(3,—2) ise B nin koordinatlar ne olur?

4) A(—2,—3), B (—;—, 0 ) R C(S‘—;—’, 6) noktalarimmn dogrusal olup

olmadim aragtirmiz.
5) A(1,4), B(5,1), C(2,—3) ii¢geninin kenarlarmun orta noktalan

M, N, P ise ABC iiggeni ile MNP ii¢geninin gevrelerini hesaplaymz ve
bunlan karsilagtinmz. ’ ’

6) ABCD dértgeninde [AC] ve [BD] kﬁqegenlefi birbirini ortala-

; maktadir. A(1,3), B(—4,2), C(—2,—4) ise D noktasmn koordinatlan

ne olur? , :

8-3. Dogrunun Denklemi

Bir dogrunun denklemi, o dogrunun her noktasmn apsis ve or-
dinat1 arasmdaki ortak bagmtidir. Dogrunun bir nokta kiimesi oldugunu
da hatirlarsak dogrusal noktalarm ‘koordinatlarmmn sagladigt bagmn
bu dogrunun denklemi olacaktir. Dogrunun denklemi verildiginde koor-
dinat sisteminde bu dogrunun grafigini gizebilecegiz. Once bazm érnekler
verelim. '

¥




330

8-10. Ornek
A={(x,y)ly=x, (x,y)ERxR} kiimesini koordinat sisteminde gbs-

terelim.

Coziim : Oyle noktalar dii@iiniecegiz ki bu noktalarm apsisleri
ordinatlarma esit olacaktir. (8-10. Sekil).

re

»V

(8-10. Sekil) .
8-11. Ornek

B= {(x,y)ly=x+1, (x,y) € RxR} kiimesinin koordinat sisteminde
gosterelim. - '

Coziim : B kiimesi ordinati apsisinden 1 fazla olan noktalarn
kiimesidir. (8-11. Sekil) deki dogru B kiimesidir. ‘

\ . |

o /!a,:‘&‘-H

/n ‘ v o
/ o | Y

(8-11. Sekil)

/

8-12. Ornek

\

(8-12). Sekil) de y eksenine paralel ve y eksenine uzakhg a olan -

bir L dogrusu ¢izilmigtir. Bu L dogrusu iizerindeki noktalar kiimesini
belirtelim. s )
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(8-12. Sekil)

Coziim : |OA|=a oldugundan L nin her noktasmm apsisi a dur.
O halde L nin iizerindeki noktalar kiimesi C= {(x,y)| x=a, (x,y)ERxR}
olacaktrr. :

8-13. Ornek
(8-13. Sekil) de x eksenine paralel ve x eksenine uzakligi a olan

bir d dogrusu ¢izilmistir. d dogrusu iizerindeki noktalarm kiimesini.
belirtelim. (8-13. $ekil)

A
®
y
o

x\?

o)

(813, Sekil)

Goziim : |OB|=b oldugundan d nin her noktasinin ordinati b dir.
O halde d nin iizerindeki noktalar kiimesi C= {(x,y)'y=Db, (x,y)ERxR}
olacaktir. v '

Bir dogrunun koordinat diizlemindeki konumunu belirtmek igin

dogrunun egimi denen bir kavram tanumlayacagz.

8-1. Tanim

Bir dogru iizerindeki herhangi iki noktanmn ordinatlar: farkimmn

apsisleri farkina oramina bu dogrunun egimi denir.
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£ 3'_51
“ o xr, %

(8-14. Sekil)

Py(x;,y1) ve Py(xyy,) noktalarmdan gegen dogrunun egimi,

m=3E22 veya m= LN gir, (8-14." Sekil)
N

le—x 2 X P
8-14. Ornek

A(-3,5), B(4,—1) noktalarindan ge¢en dogrunun egimini bulalim.

Yrys _S—(=1)_ 6 7 .-

X, —X, - —3—4 T —7 6

Cozim : m =

Simdi verilen iki noktadan ge¢en dogrunun denklemini veren

formiilii elde edelim. (8-15. Sekil)

(8-15. Sekil)

Py(x1.¥1)s Pa(xp.y,) verilen iki nokta ve P(x,y) noktas: ise P, P,
dogrusu iizerinde P, ve P, den farkh herhangi bir nokta olsun. Dog-
runun egimi tammindan, bu ii¢ noktadan ikisini alarak,

: -y .
me= 31— Y2 ve m=3J 1
X;—Xo . X—X,

yazahiliriz. Buradan,

Yl;Y2 _ YN

X—X,  X—X;

ve oranti ozelligini kullanarak, iki noktadan gecen dogrunun denkle-
mini,

X _ YN

Xo—=X1 YoV
biciminde elde etmis oluruz.

8-15. Ornek

A(1,3), B(—2,5) noktalarindan gegen dogrunun denklemini yazalim.

X—X;

Coziim : =N denkleminde x=1y,=3,x,=—2,y,=5

Xo—X; Yo

degerlerine yazbrsa, x—1 = y—3

o153 V¢ buradan da 2x+3y—11=0

denklemi elde edilir.

%1 _ YN
X X1 Y™V
de elde etmigtik. Bu esitlikte ortalar yanlar ¢arpimmm birbirine
eslersek, ‘

Iki noktas: verilen dogru denklemini

bigimin-

(Yo=Y 1)—*u(y2—Y1) =y(x3—%;)—y,(X3—X,;) ve buradan
x(Yz’Y1)fY(x2”‘x1)_x1(Y2_Y1) +y1(xs—%,)=0 olur.
Yo—y1=a,—(Xg—x;)=b,—x,(y;—y1)—¥:1(x5—x;)=c almrsa
ax+by+c=0 elde edilir.

Bu son esitlik bir dogrunun denklemidir. O halde x ve y ye gore
birinci dereceden bir esitlik bir dogru denklemidir.

' ax+by+c=0 denkleminde by=-—ax—c ve buradan da eger

. a c - a y1—y c
bs£0 ise y= — +x— edle edilir. — :ﬁ: m ve — - =n
“alarak y = -——-—%x-—-% yi y=mx--n bi¢iminde yazabiliriz. y=mx+n

esitligi dogru denkleminin bagka bir bigimde giisferili§idir. b=0 olursa
ax+c=0 ve buradan da x=—- olurki bu Oy eksenine paralel bir
S a

dogrunun denklemidir.
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X=X _ Y0

Iki noktad‘an gecen dogru denkleminin,
Xp— X1 Y ™N1

oldugu-

nu‘ biliyorsunuz. Buradan y—y,—=-*%-—-2 Z —zl (x—x;) elde edilir. Egim
2_ 1
m= z ” L oldugundan y—y,=m(x—x,) elde edilir. Boylece, bir
Cap S

noktas: ve egimi bilinen bir dogrunun denklemini elde etmis oluyoruz.

8-16. Ornek

A(—1,3) noktasindan gegen ve efimi m=2 olan dogrunun denk-
lemini yazalim. - - ‘

Coziim : y—yi=m(x—x,) denkleminde x,=-—1, y,=3 ve m=2
yazilirsa, y—3=2(x+1) ve buradan y=2x45 elde edilir.

Bir dogru denklemi verildiginde bunun grafigini gizmek igin bu
dogruya ait iki noktanin bulunmasi yeter. (6-1. Aksiyom)

'8-17. Ornek

2x—y=4 dogrusunun grafigini ¢izelim. ' ‘

Coziim : x=0 igin y=-—4, y=0 igin x=2 elde edilir. O halde bu

dogruya ait iki nokta, A(0,—4) ve B(2,0) dir. Bu iki noktay1 b1r1e§t1ren
dogru 2x—y=4 iin grafigidir. (8-16. Sekil).

A\j'

Oh

v

B/ (2,9 - X

u/ A(o,-4)
(8-16. Sekil)
. 8-18. Ornek . |
y=3x dogrusunun grafigini. gizelim.

Coziim : x=0 igin y=0, x=1 igin y=3 olur O halde dogru, 0(0, 0)
ve A(1,3) noktalarindan gegmektedir. (8-17. $ekil)

R,

——7 AL

(8-17. Sekil)

8-19. Ornek
M= {(x,y)[y:x ve 1<x<(3} kiimesini koordinat sisteminde gos-

terelim.

Coziim : y=x denkleminden x=0 igin y=0, x=1 i¢in y=1 elde
edilir. Once 0(0,0) ve A(l,1) noktalarindan gegen dogru cizilir. Sonra
bu dogru iizerinde apsisi 1 olan A(1,1) ve apsisi 3 olan B(3,3) noktast
almr. Istenen nokta kiimesi [AB] dogru pargasidir. (8-18. Sekil) ~

7/
B (3,3)

\ 4

(8-18. Sekil)

8-3. Teorem
. 1ki dogru paralel ise egimleri egittir. (8-19. Sekil)
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Yy
B (x,4,)
‘47.-\3‘1
Alx,\y) g H
X‘z—)" C("éiglj xﬁsx&
%7}

(8-19. Sekil)
Hipotez : Ll;z.éL2 |
~ Hiikiim : m;=my(m,,L; in, m,, L, nin egimidir.)

ispat : Ly; L, iizerinde sira ile, ordinatlar esit olan A, C, ve B,

D noktalar1 ahnmistir. ABH dik ii¢geni ile CDK dik ii¢geni birbirine

estir. Neden ? Bu eslikten x,—x;=x,—x; olur.

L, dogrusunun egimi m; =% 21 L, dogrusunun egimi
1 1L e
X1,

m2.=,M tiir. x,—x;=X,—X; oldugundan Yoo V1 YoHh
X4 X3 Xo—X; Xy X3

ve

buradan m;=m, elde edilir.

8-20. Ornek

A(2,3) noktasindan gegen y=-—2x+1 dogrusuna paralel olan dog-
runun denklemini yazahm.

Goziim : Verilen dogrunun egimi —2 dir. Istenen dogru verilen
dogruya paralel olacagindan onun egimi de —2 olacakur.

y—y;=m (x—x,) formiilinde m=—2, x;=2, y;=3, y-—;—2x—|—_7 elde
edilir.
8-4. Teorem

Eksenlere paralel olmayan iki dogru dik ise bumlarm egimleri
carpimi —1 dir.
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(8-20. Sekil)

 Hipotez : L 1L,
Hiikiim : m; m,=—1(m,, L, in, m,, L, nin egimidir.)
Ispat: L, ve L, dogrulan iizerinde ordinatlan esit olan A, B

noktalar1 almmigtir. C(x;, ys) noktas: da L, ile L, nin kesim noktasdur.
O halde, L

'm1=M,m2 =ya—}.rl ‘dir.
X3—X, X3—Xo

a .
CAB dik iiggeninde [CH|?=|AH]|.|HB| oldugundan -

(ys—y1)2=(x3—x1).(xg—x3)=—(k3—x1).(k3—x2) elde edilir.

o eyt —xg) (X)) 1
m; l.na = (x5—x,) - (x5—x4) ._ (xg—x;). (xg—x, olur.
8-21. Ormek 4

Agafdaki dogru ¢iftlerinin birbirine dik ya da paralel olup, olma-
diklarmi aragtiralim. .

a) y=3x—5, 6x—2y+1=0
b) y=——-—21—x+7, y=2x—1

 Coziim : a) y=3x—5 dogrusunun egimi m,=3, 6x—2y+1=0
dogrusunun egimi my;=3 oldugundan bu jki dogru birbirine paraleldir.
b) y=—%x+7nin egimi m1=——%, y=2x—1 in

egimi 2 oldugundan ml.m§=+-1— .2=—1 olur. O halde bu doérular

2
birbirine diktir.
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8-22. Ornek :
'A(—2,4) noktasindan gegen 2y—x+41=0 dogrusuna dik olan

dogrunun denklemini yazahm.

1
Coziim : Verilen dorunun egimi —2—oldu§;undan istenen dogrunun

egimi —2 dir. Egimi ve bir noktas: verile1_1 dogrunun denklemini veren
formiilden yararlanarak y—4=—2(x+2) ve buradan y=—2x elde

edilir.

8-3. Alstirmalar
1) Asagdaki nokta ciftlerinden gegen dogrularin egimlerini bulunuz.
a) (2,1), (3,—1) b) (—4,0), (4,2)

1 1 3
9 (40, (—3.2) D G- (%)
2) Asagidaki nokta ciftlerinden gegen dogrularm denklemlerini
yazimz. ‘ S

a) (2.8) (—23) b (45).0—4

9 (—s—2).e—) @ 02, (+0)
2 2
3) Asagdaki egimleri ve birer noktalar1 verilen dogrularm denk-
lemlerini yazimz. ‘ \ :

a)' m==3, (—2,3) - b) m=—;“9 (1’_—4)

¢) m=—2, (0,3)

d) m=+/3, (-;—,0)

- 4) Kogelerinin koordinatlan A(—1,4), B(3,0), C(—3,—2) olan

Py

ABC iiggeni veriliyor. ,
a) Kenarlarnin denklemlerini yazimz.
b) Kenarortaylarmm denklemini yazimz. -
¢) Kenarlarmm uzunluklarm bulunuz. '
d) Kenarortaylarmin uzunluklarim bulunuz.
e) Yiiksekliklerinin denklemlerini bulunaz.

5) Asagda verilen noktalardan gegen ve verilen dbgrulara paralel
olan dogrularm denklemlerini yazimz.

a) (2,1), y=3x—1

b) ('—%,'—3), 2X-——y——-3m0 "\

¢) (0,—2), x+y—2=0

6) Asagida verilen noktalardan geqeﬁ ve verilen dogrulara dik
olan dogrularin denklemlerini yazimz.

a) (3,—2), y=—x+1
1 ’
c) (4,0), 2x—y=0
7) Asagdaki dogrularln grafiklerini giziniz.

a) y=x—3 b) x—2y—6=0
c) x—l—y-—lgO d) x=3 ,
e) y=—2 f) 2x—346=0

8) A(3,—1), B(1,3) noktalan veriliyor. [AB] dogru p'arqasmjn orta

dikmesinin denklemini yazimz.

9) Asagidaki nokta kiimelerini koordinat sisteminde gosteriniz.

a) {(x.y)ly=2x ve —l<x<3)
b) {(xy)ly=x—1 ve 0<y <2}
¢) {(xy)x=y+2=0 ve 1<x<3} .
d) {xy)ly=2 ve - l<x<4}
e) {(xy)x=1 ve —3<y<0}

8-4. LineeI/' Denklemler

7. boliimde denklemin ne oldugunu ve bir denklemin ¢oziimiinden
ne anlagjldigim biliyorsunuz.

8-2. Tamim _

ax+b=0 (a#0) bigimindeki bir denkleme bir bilinmiyenli bir
lineer denklem, ax-+by=c (a70, b+0) bigimindeki bir denkleme iki
bilinmiyenli bir lineer denkem ve

' a;x+b,y=¢;

agx+bsy=c, J

bigimindeki iki denklemede iki bilinmiyenli bir lineer denkem sistemi
denir. : _f :

Denklem goziimlerine baz drnekler iizerinde baghyahm.




8-23. Ornek
3x+y—-3 Lineer denklemini ¢ézelim.

i

- Coziim : (2,2), (1,5), (3 ,—1), ... ikilileri bu denklemi saglamakta- -
dir. x e verilen her deger igin y ye bir deger bulunmaktadir. O halde bu

denklemin ¢oziim kiimesi sonlu degildir.

8-24. Ornek
2x+y=1

' x-—2y=8 lineer denklem sistemini (;ozehm

. Coziim : Birinci denklemin her iki yanmni 2 ile carpar ve iki egitligi
taraf tarafa toplarsak,

2x+y==1 4x42y=2 :

x—2y=8 ~  x—2y=8 Sx=l0 = xm2

elde edilir. x=2 degeri denklemlerden birinde yerine yazihrsa y=—3
olur. O halde denklem sistemimizin ¢ozim kiimesi (2,—3) dir.

Iki bilinmiyenli. denklem sistemlerinin ¢oziimii igin ¢ qeqlt yontem

~ verecegiz.

I. Kargilagtirma Yontemi :
a;x—b,y=c,

agx+bgy=c,

sisteminin karglastirma yontemi ile nasil ¢oziilecegini m;lkléyallm.

iki denklemden ayr1 ayr, bilinmiyenlerden biri, srnegin y hesaplamr.

—a,;x+¢ . ‘ |
~axt+by=¢, = Y='—ll;l'— o :
agx+by=c, = y= ——a,i:-{-c, dir. Buradan da,b

—axto —ax o, 'elde edilir. Bu denklem birinci

b, by
derecedendir. Yedinci bolimde dgrendigimiz yontemle bu’ denklemden
x bulunur. Bulupan x degeri de yerine konularak y bulynur.

" 8-25. Ornek
4x+y=2
—3x42y=—T
iki blhnmlyenll denklem sistemini karqllaqtlrma yontemi ile qozehm
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Cozum Birinci denklemlerden y=—4x+2, ikinci denklemden

_ 3x—
2 — elde edilir. Bunlar birbirine egit yazhrsa,

3x—1 ‘
3 =—4x+2 > Ix—T=—8x+4=> 1llx=11 > x=1

bulunur. x=1 degeri y= —4x+2 de yerine yazilirsa y= —2 olur.
II. Yoketme Yontemi : ‘
a;x+byy=e, ;
agx+byy=c,y

sisteminin yoketme yontemi ile nasil qozﬁleceglm agiklayalim. Birinci
denklemin her iki yanuu by, ikinci denklemin her iki yamm da b, ile

qarpahm

a1b2x+b1b,y=clb2
: agh;x+bby=csb,
elde ederiz. Bu iki denklem birbirinden ¢ikanhrsa,
(a1ba—azb1)x=°1ba_°ab1
¢,by—esb,
abs—ash,
degeri denklemlerden birisinde yerine konularak y bulunur.

elde edllll' alb,—azb1¢0 olmak iizere x—= olur. Bu x

Eger a;b;—azb,;=0 ve ¢;by—c,b;=0 ise ¢oziim kiimesi sonlu
degildir. a,b,—azb,=0 ve ¢,bg—c,b,7#0 ise ¢oziim kiimesi @ dir.

8-26. Ornek
2x+3y=1
F5x—2y==8

iki bilinmiyenli denklem sistemini yoketme ydntemi ile gdzelim.

Cﬁziim: Birinci denklemin iki yamm 2 ile, ikinci denklemin iki

| yamm 3 ile garpahm, ve taraf tarafa toplayahm.

4x+6y=14
+ 15x-;6y= 24 -
 19x=38
Cox=2
elde ederiz. x=2 bmncl denklemde yermekonulursa 44+3y=171=> 3y=3
==1 bulunur. .
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III. Yerine Koyma Yéntemi
ax+byy=e,
agx+bgy=cy ‘

sisteminin yerine koyma yontemi ile naal gozilecegini agiklayahm.
Birinci denklemden bilinmiyenlerden biri srnegin, y=_:a;ll‘ic—‘
. -
rak bulunur. Bu deger ikinci denklemde yerine konur. Elde edilen denk-
lem bir bilinmiyenli ve birinci dereceden bir denklem olacagmdan
goziilebilir. Bulunan x degeri yerine yamlarak y de elde edilir.

8-27. Ornek

—xty=4
Sx—2y=—71 ‘
iki bilinmiyenli denklem sistemini yerine koyma yontemi ile gozelim.

Coziim : Birinci denklemden y=2x--4 elde edilir. Bu sonug ikinei
denklemde yerine yazhrsa, 5x—2(2x+4)=—7 ve buradan, x=1 olur.
‘x=1 degeri y=2x-+4 te yerine yazlrsa, y=6 olur.

8-4. Ahqtn-malar

1) Asagdaki denklem sistemlerini ‘qi:'ozii‘niiz.

a) 2x—y=1 "~ ' b) x+y=1
x+y=2 ‘ 3x+3y=2

¢) 3x+y=1 d) 2x+y=4
x—y=3 ‘ 4x+2y=8

2) Asgagndaki denklem sistemlerini ¢dziniiz.
a) 3x—y)+2A2x+y)=5
2(x+y)—3(2x—y)=6
B) (x+1)(y—2)=xy—11
@2y +2)=xy+6
c) —2(x+y)+3(x—y)=3
2(x—y)+3(x-+y)=—4
3) Asagndaki denklem sistemlerini ¢oziiniiz.

x+y x—y_1
a) —3——"3 32

x+2y |, x4y
Tty

ola- -

8-5. Grafikle Coziim .

Birinci dereceden iki bilinmiyenli bir denklemin koordinat sistemin-
deki grafiginin bir dogru oldugunu biliyorsunuz. Iki dogrunun grafik-
lerinin kesim noktasmn koordinatlan, dogrularm denklemlerinin her
ikisini de saglayacaktir. O halde kesim noktasmm apsis ve ordinati
denklem sisteminin ¢oziimiidiir. Bunu agajndaki Smmekler tizerinde
agiklayarak pekigtirelim.

8-28. Ornek

2x+y=4

—x+y=1

sistemini grafikle gozelim.

Coziim : 2x+y=4 ve —x+y=1 dogrularmmn grafiklerini aym
koordinat sisteminde gizelim. (8-21. Sekil) :

Y
—X+yst

A1,2)

' .
© \ x
axfy =4

(8-21. Sekil)

Bu iki dogrunun grafikleri bir A noktasmda kesigsinler. A nm
koordinatlari denklem sistemimizin g¢oziimiidiir. Buradan x=1, y=2
olur. Bu sonuglar1 8-2. kesimde dgrendigimiz ¢oziim yontemlerinden
biri yardimyla bulabilirsiniz. ‘ ‘
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8-29. Ornek
x—l—y#2
x+y=3'

sistemini grafikle gozelim.
" Coziim : x—‘{—y=2 ve x+y=3 dogrulanmin grafiklerini ¢izersek
bunlarn paralel olduklari agktir. (8-22. Sekil)

7
\

‘bo’ \\\'v”_yr.g

X+\/=a

(8-22. Sekil)

O halde véfilen denklem sisteminin ¢oziimii yoktur. Yani ¢dziim
kiimesi @ dir. Bu gergek denklemlerden de goriilmektedir. Ciinkii x+y
nin hem 2 ye hem de 3 esit olamayacaf aqiktir.

Genel olarak, a,x+b;y=c, ve agx+bsy=cy denklem sisteminde
a;h;—agh, =0 ve c;bg—cgb, #0 ise ¢oziim kiimesinin @ olacagn sgyle-
mistik. Buradan bu denklem sisteminde %1- =%1- #* —::iise goziim kii-

: 3 2 2
mesinin @ olacaf bulunur. Bunun gibi a;by—h,a;=0 ve c;bg—coby =0
ise goziim kiimesinin sonlu olmadifim da s0ylemigtik. Buradan da,

IR WL B ¢oziim kiimesinin sonlu olmadifn bulunur.

ag by ¢

8-30. Ornek

x+2y=4

2x+4y=8
sistemini grafikle g¢zelim.

Coziim : x+2y=4 denkleminin iki yanim 2ile qarparsak' 2x+4y=8
elde edilirki bu ikinei denklemdir. O halde grafik bir tek dogrudan. olu-
gacaktir. Bu dojru iizerindeki her nokta her iki denklemi de saglaya-

~cagindan ¢oziim kiimesi sqnlu olmayacakuir., (2,1), (0,2), (—2,3),...
noktalan her iki denklemi de saglamaktadir. ’
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8-5. Alistirmalar

1) Asagdaki denklem sistemlerinin belirtti
Varsa iki dogrunun kesisme noktasmnm koo
sisteminin ¢oziim kiimesini sdyleyiniz. ‘

gi ikiger dogruyu iziniz.
rdinatlarindan denklem

a) 3x—y=1 "~ b) y=x
c) x—y=l d) X—Y¥4
2x—2y—2=0 C 2x+4y=2

2) }f+y=.2. dogrusu ile 3x+by=1 dogrusunun grafiklerinin kesig-
memeleri yani sistemin ¢6ziim kiimesinin @ olmas: igin b ne olmaldir?

.3) x—y=3 ve ax—2y==3a doéi'u]armm akistk ol .
olmahdir ? gaxigk olmas: 1¢in a ne

4) A(2,—3), B(—2,1) noktalan veriliyor.
a) A nin B ye gire simetrigi olan C nin
b) Bnin A ya gére simetrigi olan D nin kobrdinatlanm bulunuz.
5) Asagndaki noktalarm dogrusal olup olmadiklarmm aragtirimz.
8) (L,—1), (—2.2), (—4.4) |
b) (2’1)? (»_2’1)’ (4’92)

o) (%0) (%,1),(2,2) “
a) (%,o),'(l,z), 2.,5) |

6) A(3,1), B(—1,3), C(1,1) noktalars veriliyor. [AB] ve [AC] nin
orta noktalarim birlestiren dogru pargasiin [BC] ye paralel oldugunu
ve uzm.ﬂugu.nun [BC]. nin uzuplugunun yans oldufunu gosteriniz,

PaN

7) A(0,2), B(—2,2), C(4,—4) noktalan1 verilir. ABC ii¢geninin
kenarortaylarmin aym noktada kesigtikleri ni gosteriniz.

8) A(—3,1), B(2,4), C(1,—1) noktalan veriliyor. ABCD paralel
kenarmin D kégesinin koordinatlariny bulunuz.

- 9) Kogeleri A(—2,3) B(4,3), C(3,5), D(0,5) olan ABCD yamugu.
veriliyor. Paralel olmayan kenarlarin orta noktalan E, F ise

|AB|+ [CD|
2

[EF] = oldugunu bulunuz,
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SEK1ZINCI BOLUMLE ILGILI TESTLER . 7) - A(—1,4), B(3,1), C)(—3,2) veriliyor. ABCD
. . . R ¥ . l
‘ / D kisgesinin koordinatlan agagidakilerden hangisidirl':am elkenarlarmn
i 1) Asagada denklemleri verilen dogru giftlerinden hangileri. para- . A) (—15 )
leldir? | ’ , o 5 A( (=75)  B) (=65 ©) (—54) D) (5,—4) E) (1.—5)
' ‘ ) , ~A(1,0) noktasindan —_— « )
A) x—2y+1=0 B) x+y—3=0 ‘ dogrunun denklemi hangisidigre'.:;en ve y=—2x+3 dogrusuna dik olan
x+2y—3=0 x—y+1=0 "1
: ' — x4l 1
€) x+2y+1=0 D) x-+2y—1=0 A)y=—gxtl Bly=—axts ©y=txtl
,‘ oxtay—1=0 ox—y+1=0 RTE 2
| '_ ' E) y=2x | =gX—5 E)x—2y+1=0
y=2x+1 - 9) 3x+y—2=0 dogrusunun ax-+by—4=0 dogrusu ile ¢akigmas:

i¢in (a, b) nin degeri ne olmahdir?

2) Agagldaki dogru iftlerinden hangileri birbirine diktirler?
| A) (—4—2) B) (62) ©) (—42) D)4-2) E) (3.1

A) x—y=3 B) x+2y—1=0
2x2y=1 | 2x—y—3=0 . 10) x—|— 2y.=1’ 2x+4y=3 iki bilinmiyenli denklem sisteminin
C) y=2# : D) xty—4=0 ¢oziim kiimesi agagidakilerden hangisidir ?
, y=_;_xv+1 2x+2y—1=0 ' | i A) (1,0) B) (—1,1) ;C) ‘_1’0) | D) (0 ’%) E o
E) y=—3x
y=3x—2 '

3) A(2,—1) noktasmun 0(0,0) nmoktasma gére simetrigi olan B
noktasmin koordinatlar: agagidakilerden hangisidir?
1 A) (—=1,~2), B) (1), ©) (—=21), D) (=21) E) (~1.2).
"; ‘ ‘ 4) A(—L14), B(3,2) noktalan veriliyor. Agagidakilerden hangileri
|AB| ye egittir? |
! . - Av5 B 2/F ©+VZ D)svZI E4
|
|

5) A(—1,—5), B(—3,1) olduguna gore, [AB] nin orta noktasi
agsagidakilerden hangisidir? ' ‘ _ :
| A) (22), B) (=22, ©) (—22) D) (22 E)(—4—19)

6) A(1,1) noktasindan gegen ve y=2x-+1 dogrusuna pﬁralel olan
dogrunun denklemi agagidakilerden hangisidir? =~ :

A) y=2x—1 B) y=—lxtl ©) y=2x2 D)y=-yx—1

‘ 1
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Aile B nin kartezy;n
carpumy "

A kiimesinden B nin
farka

A kiimesinden B ye
fonksiyon :

_Acgik Snerme -+ - :

A kiimesinin bir * iglemi-
ne gire kapah olmas1
Aksiyom :

ARl kiime :

Analitik diizlem
Arada olma

Aralarinda asal :

Bagnt:
Birebir (1-1) fonksiyon . :

Birim fonksiyon

Birlegme Gzeligi

Bir $nermenin degili
Bilegik énerme

Bog kiime
Biitiinleme aksiyomu

A

Birinci bilegeni A dan, ikinci bilegeni B den segilerek olug-
turulan ikililerin kiimesi.

A kiimesinin B kiimesi ile ortak olmayan elemanlarindan
olugan kiime.

A nin elemanlarimin her birini B nin elemanlarma bir ve
yalmz bir kez esleyen baginta.

I¢erisindeki degigkeninialdlgl degerlerle dogru veya yanlig
olan énerme.

V (x,y) € AxA igin x # yEA olmas1.
Dojru oldugu ispatsiz kabul edilen 6nerme.

Bir A kiimesinin tim elemanlan bir B kilmesinin de ele-
manlar ise A ya B nin bir alt kiimesi denir.

Uzerine koordinat sistemi yerlestirilmis diizlem.
Aym dogru iizerindeki farkh i#i¢ noktadan birinin diger

ikisi arasinda olmasi.

P(x) ve Q(x) polinomlarimin her ikisini de bélen bir
polinomun olmamas1 hali.

B

Bir k_ﬁrtezyen garpimm alt kiimesi.

Tamm kiimesinin her farkh iki elemamim deger kiimesinin

farkl elemanlarina egleyen fonksiyon.

Tamm kiimesinin her bir elemamm yine kendisine egleyen
fonksiyon.

A iizerinde bir » iglemi verildiginde V¥ x,y,z€ A igin,
x #(y #z)=(x #y) »2z olmasL. »

Bir 6nermenin olumsuzunu bildiren tiimce.

En az iki 6nermeden énerme iglemleri ile elde edilen 6nerme
Hi¢ eleman olmayan kiime.

Dogrusal ¢ift olugturan iki aq ile ilgili aksiyom.
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Cisim

Cetvel akaiyomi

Carpanlara aymrma

Geliski

(;lft gerektirme

Denklik bagmtis:
Degisme dzelii

Denklemi ¢ézmek

Denklemin ¢éziim
(dogruluk) kiimesi

Dikdértgen

Dirtgen

Dogal say1

Dogal sayllar kiimesi

e birim elexnany

Egkenar ii¢gen

Evrensel kiime

Evrensel niceleyici

f fonksiyonunun tamm

kiimesi

f fonksiyonunun deger

C
Bir kiime ve bu kiime iizerinde tammlanmg iki lglemm
belli (ve halkadan fazla) kogullar1 tagimas:.

Bir dogrunun noktalan ile reel sayllar arasindaki egleme
ile ilgili aksiyom.

g

i

Bir polinomu, en az iki polinomun garpimu bigiminde gisterme.

Dogruluk degeri daima “0”* olan bilesik Snerme.

Totoloji olan iki yénlii kogullu énerme.

D

{
Yansima, simetri ve gegigme &zelikleri olan bagint1.
A iizerinde bir » iglemi verildiginde ¥V x,y € A igin,
X #y=7Y ¢X olmas.
Denklemin kiklerini bulma iglemi.

: Bir denklemin kéklerinin olugturdugu kiime.

{ fonksiyonunun goriintii

kiimesi

Titm agilan1 dik olan paralelkenar,
Dért kenarh gokgen.

Sonlu kiimelerin bire-bir egleme baglntlsma gore denkllk
smiflarimn herbiri.

N= {0, 1,2,3,4,5, ... } kiimesidir.

"E

A tizerinde bir « iglemi verildiginde ¥ x€A olmak iizere
bir e€A i¢in x « e = ¢ « x = x olmasidur.

Ug kenan birbirinq eg olan ii¢gen.

Uzerinde ¢ahgilan konuyla ilgili olan tiim elemanlar: igeren
kiime. . : i

V simgesi ile gosterilir ve “her” veya “tiim” diye okunur.

F

A dan B ye f fonksiyonu:verildifinde A kiimesi.
A dan B ye f fonksiyonu verildiginde B kiimesi.

A dan B ye f fonksiyonu verildiginde A nin elemanlan
ile eglesmis olan B nin elemanlanmn kiimesi.

“g bilegke f* fonksiyonu:

Grup

Gerektirme

Halka

Hipotez
Hiikiim

iki kiimenin birlesimi

iki kiimenin kesigimi

ispgt
islem
Irrasyonel sayilar

ikizkenar ucgen
ikizkenar yamuk

A igleminin O iglemi
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G

f: A—>B ve g : B—»C birer fonksiyon olmak iizere A dan C ye
(gof) (x) = g (f (x) kural ile belirlenen fonksiyon.

Bir kiime ve bunun iizerinde tammlanan bir iglermden olugan
sistemin, kapalihk, birlegme, birim elemamin varhg ve her
elemamn tersinin varhg kogullarim gerceklemesi.

: Totoloji olan kogullu énerme.

H

Bir kiime ve bu kiime iizerinde tamimlanmg iki iglemin belli
baz kosullar: tagimasi.

: p=>> q kosullu énermesinde p énermesi.

p => q kogullu 6nermesinde q Gnermesi

1

: Iki kilmenin elemanlarindan olugan kiime.

¢+ 1ki kiimenin ortak olan elemanlarindan olusan kiime.
Iki y6nlii kogullu énerme:

p <> q bigimindeki bilegik 6nerme.

Bir teoremin hiikmiiniin dogru oldugunun gdsterilmesi.

: AxA mn bir alt kitmesinden A ya fonksiyon.

Rasyonel olmayan (devirli ondalik  agthmlan olmayan)

sayilar. ,

: ki kenar eg olan ﬁt;gen .

iizerine dagilma Szeligi :

ikinei bilegen
/

Konveks kiime

Kosullu énerme

Negatif tam say1

Noktamn koordinat:

Paralel olmayan‘ kenarlan eg olan yamuk. .

A iizerinde O ve A iglemleri verildiginde
X, Y, z €A igin, xA (yOz) = (xAy)O(xAz) olmas.

: Bir (x, y) ikilisinde y eleman.

K

: Bir nokta kiimesinin herhangi iki elemamim birlegtiren

dogru pargasinin bu kiimenin alt kiimesi olmasi.

: p=> q bicimindeki bilegik ﬁnerme.

N

: nEN ve n#0 igin (0, n) bigimindeki tam say1. Negatif tam sayr

larin kiimesi Z— ile gdsterilir,

: Reel say1 ekseninde noktaya kargthk gelen reel sayi. Ana-

litik diizlemde ise noktaya karpilik gelen reel sayr ikilisi.
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M
: Bir kiime ve bu kiime fizerinde tamimlanmig bir veya daha

Matematik sistem
‘ ¢ok iglemden olugan sistem.

Modiiler aritmetik s Saat aritmeﬁgi. (Tam sayilann belli bir mEN ve m>=2
‘ dopal sayis1 bolimiinden elde edilen kalan siniflarn ile yapilan
aritmetik
Mutlak deger + xER igin, x>0 ise x| = x ve x<0 ise |x| = —x dir.

0o

Bir teoremde hiilkmiin dégilini dogru varsayip hipotezin

Olmayana ergi yontemi :
degilini elde ederek yapilan ispat.

Orta dikme ) : Bir dogru pargasina orta noktasinda dik olan dogru.

0

Onerme + Dogru ya da yanlsg olan tiimee.

: Deger kiimesinin tim elemanlarimin, tamm kiimesinin en

Orten fonksiyon
az bir elemant ile eslendigi fonksiyon.

Oz alt kiime : Bir kiimenin kendisine egit olmayan alt kiimesi.

P

Paralel dogrular : Diizlemsel olup kesigmeyen dogrular.

Paralelkenar - : Kal’§lllkllb kenarlan parelel olan dértgen. .

Ptu'alellik aksiyomu + Bir dogruya digindaki bir noktadan en ¢ok hir paralel
: ‘ dogru gizilebilecegini belirten aksiyom.

Permiitasyon - : A dan-A ya 1-1 ve drten fonksiyon.

Polinom denklem : Sifirdan farkhi bir P(x) polinomu P(x) =0 kosulu.

Polinom denklemi kikii : P(x) = 0 polinom denklemini saglayan (varsa) x saylsl.

Polinomlarda EBOB ¢ Sifirdan farkhh herhangi iki P(x) ve Q(x) polinomlarnin
her ikisini de kalansiz bolebilen en bityiik dereceli polinom.

Polinomlarda EKOK  : Sifirdan farkh herbangi iki P(x) ve Q(x) polinomlarmin her
: ikisine de kalansiz bglinebilen en kiigiik dereceli polinom.

:+ Reel sayilar kiimesine, higbir kogula bagl olmayan tamms1z
ve belirsiz x elemam katarak bulunan en dar halka. Rix)

ile gosterilir.

Polinomlar halkas1

: mEN ve m#0 igin (m, 0) bi¢imindeki tam say:. Pozitif tam

Pozitif tam say:
sayilarm kiimesi Z+ veya N+ ile gosterilir.
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R

Rasyonel ifade

: P(x) ve Q(x) bi li . P
QG0 irer polinom olmak iizere ‘ E:; ifadesi.

+ Tam sayilarla belirlenmig K — {(
= Ux:y)Ix,y€Z, y+0} kii-

mesinde tammlanmg belli bir denklik
b .
sinufi. Rasyonel sayilar kiimesi Q ile giist:grjl]':lm denklik

Rasyonel say1.

S

Sabi_t fonksiyon s Tannn kiimesinin tiim elemanlanm deger kﬁmesinjn.
' aym

elemam ile egleyen fonksiyon.

:::l: ki::ne + Hig bir 6z alt kiimesi ile 1-1 eglenemeyen kiime
. uz kiime + En az bir 6z alt kiimesi ile 1-1 eslenebilen kiime..
» a.lnma‘ »llagmtlsl + Yansima, test-simetri ve gegigme ozelikleri olan bagmnta
| T
T : |
‘am gayﬂnr ¢t m, n sifirdan farkh dogal sayilar olmak iizere (0, 0), (m, 0)
i 3 )

(0, n) biciminde temsil edilebilen biitiin denklik simflar
s o Tam sayilar kiimesi, Z = {...,-2,-1,0,1,2,...} ile gosterilir.
ek kuvvet Gzelifi s A tizerinde bir « iglemi verildiginde ¥x y€A i¢in,x » x = x

T olmagsidar.
T:i-r:m . 1p= 1 ?lmnk tizere p => q-gerektirmesi.
B ' Bir bilim dah i¢inde Gzel anlam olan sézciik.
oloji t Dojruluk dejeri daima 1 olan bilegik Gnerme.

3 f, 1-1 ve érten fonksiyon olmak iizere
V (x, ) Ef igin (y, x) €~ olan f-! fonksiyonu.

v

Ters fonksiyon

Uggen egiteinliji t Bir Giggonin herhangi iki kenannn uzunluklan toplammn
diglinel kenarin uzunlugundan biiyiik olmasi. :

%y ER igin, |x+y| x| +{y] olmas.

'
v

v | ] m ‘l’ ) “Gl“n]ll'. ve en az hll‘ veya lmzl di (]
[ x M“ ‘n ) d m.nl h' l:l 1 . s e
l vell.ll 9em“, ) | ‘.‘ . .‘ Armnin ll'. pal egﬂ lqmevyazllarak gﬁs-

Yamuk






